13. Boltzmann-Systeme
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P.

TM =X

Boltzmann-Gesetz
O = fO(P) = 1 —

Normierung von P :
1

Zwei Nebenbedingungen:
K
Mittlere Energie = E: 0 = f(P) = E - X EP,

i=1

Suche lokales Maximum von S(P) unter den Nebenbedingungen 0 = fy(P) =f,(P) :

¢ = «x(n(P,)+1) — &, — AE

w(n(P)+1) = by + koo fi(P)

0 =
|
_ M 1
= P, = exp(-1- =) exp(- ¢ )
Setze: x = kg = Boltzmann-Konstante
T= 1/, = absolute Temperatur [K] Diese Temperatur mif3t
das Gas-Thermometer
Ludwig Boltzmann
Normierung von P (1844-1906)
K
P = — exp(- —— mit Z = exp(— ——
= 5 e kBT) i; p( T

Merke: Das Besetzungsverhaltnis zweier Zustande der Energien E,, Ej bei der
Temperatur T ist durch den Boltzmann-Faktor exp(( Ej —E, ) kgT ) gegeben
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Fluktuationen der Energie fur ein Boltzmann-System:

Energie E ist nur im Mittel konstant. Wie grol3 sind die Fluktuationen?

K
Mittelwert der Energie: E = ) EP,
i=1

K K
Varianz: AE? = Y (E-ERP = (z E2 P.) _ E2
i=1 i=1
. oE
Es qilt: 2 = 2 —
o] AE KgT T
B=1/kgT
K 1 K / 1 9 K
AE2 + E2 = z E|2 P, = < z Ei2 exp(-p E;) = - 5 i z E; exp(- E;)
i=1 Z i=1 Z 8[3 i=1
1 45 & 1 9 E oz
= - — — ZEiPI = ——_(ZE) = _i——a—
Z 9p i Z dp f Z 9f
K K
oE E o oE E
= &= _ = _— exp(-pE) = — =+ = E.exp(-p E)
p -z P 7 | p  Zz i=z1 | |
_ oE oE oE E oT
= - =+ EJEP =_%,p - JE - _9E |
ap i ! op ’ B oT P oT kgT
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13.4

N Teilchen mit gleichem Einteilchen-Energiespektrum:

[l

il
il
il

1

= [

—

2 3 4

Betrachte N Kopien eines Teilchens mit Zustanden der Energie E;, i=1,....m
Annahme: Alle Teilchen verhalten sich thermodynamisch aquivalent
Einteilchenzustande seien g,-fach entartet mit Energie E, , E, # Ej furi # |

Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Teilchen die Einteilchenenergie E, besitzt:

—g'ex(E) Z
T 2T T

o

m
=
Z g, exp(— k_T) Zustandssumme (13.1)

Zustande gleicher Energie E, haben gleiche Wahrscheinlichkeit P..

of E

Mittlere Anzahl von Teilchen N; mit Energie E;; N,

1
™Ms
m
Z

Innere Energie U des Systems aus N Teilchen: U
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Bestimmung der inneren Energie aus der Zustandssumme

(133) U = NkgT2 —In(Z)

oT
K K
E; J E. E.
Aus Z = - exp(— —= folgt — - 1z _ 1 — '
i; g expl= - 3) gt Zmin@) = Z5F = 5 |:Z1 9 exp(= 1 = T2
. E.
und damit N kT2 —|n(z) = Z N —glexp(——') E. = 2 NE =U

Z KT’ 1 (132) |

—_—

Bestimmung der Entropie aus der Zustandssumme
Fall 1: N unterscheidbare Teilchen

m
(134) S = -Nkg 2 P, In(Pig) = % + Nkg In@2)

i=1

Aus S =-kg 2 PyIn(Py), Py =Pfg folgt S =-Nkg > (P/g)In(Pig)

k=1,...,g; summiert die Entartung k=1

i=1,..., M summiert die Zustdnde mit versch. Energie i=1 ::?rll
|=1,...,N summiert die beteiligten Teilchen
m =
= -Nkg 2 g;(P/g)In(Pyg) (TB”-NKB 21 P. (- k—T - In@2)) = — + NkglIn(2)
g . 1=
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Fall 2: Entropie fur N ununterscheidbare Teilchen:

fur ein Teilchen:

S[] = kg N(M_[P])/n = kg IN(M_[P]""),  M[P] = n!

(NP ! -+ (nPy)!

m
= - kB z P; In(P;)  héngt nicht von der Anzahl der Beobachtungen “n” ab
i=1

N
fir N unterscheidbare Teilchen: M_[P]'" — (Mn[P]””) = M [PIND

SIN] = kBIn(Mn[P]N/”) = kg N In(Mn[P]””) = N S[1]

= Multiplizitat von P

N
fir N ununterscheidbare Teilchen: M [P]'" — (Mn[P]””) /NI = M_[PIV"/N!

SIN] = kgIn(M_[PINM/NI) = kgIn(M_[PINM) — kg In(N1) = S[N] — kg In(N!)

Der Term N! berucksichtigt, dass alle N! moglichen Permutationen der Teilchen denselben
Zustand darstellen, und somit die Multiplizitat um N! kleiner ist als fur N unterscheidbare Teilchen
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Sackur-Tetrode Entropie (1912)

H. Tetrode, Ann. Phys., 343: 434-442 (1912)

Es gilt fur N ununterscheidbare Teilchen:

3 T e g™
Otto Sackur Hugo Tetrode
1880-1914 1895-1931

, U
(13.5) § = = + NkgIn@N) + Nkg

S'= S — kgln(N)

m
_ verwende (13.4) und Stirlingsche
= -Nkg i; PiIn(Pi/g;)) — kg (NIn(N)—N) Formel: In(k!) = k In(k) — k

= -Nkg 2 (PiIn(P/g) + Piln(N)) + Nkg
i=1

m m
= -NKkg 21 Piln(NP/g) + Nkg = -kg2 NiIn(N/g) + Nk
I= i=1
In(a) + In(b) = In(ab)
- kS B N+ Nk = 24 Nk In@IN) + Nk
(13.2) 5 £ N; (- kKgT n(ZIN)) B T B 5
13.7 Physik Ill, Universitat Hamburg

Andreas Hemmerich 2023 ©



1. Hauptsatz fur ein System aus N Teilchen

dQ:

dW:

13.8

m m m
U= 2 NE = dU = 2 NdE + 2 EdN (13.6a)
i=1 i=1 i=1
I_V_I I_V_I
dw dQ

Die Anderung der Besetzungszahlen N. entspricht einer Anderung der im System gespeicherten
Warme. dQ bezeichnet eine infinitesimale Anderung der Warme.

Die Anderung der Einteilchen-Energiewerte E, ist mit mechanischer Arbeit dW verbunden

Es sei V ein Kontrollparameter Uber den die Energiewerte E; verandert werden konnen,

also E; = E,(V) (in einem Kastenpotential z.B. das Volumen, in einem harmonischen Potential
die Krimmung). Wir bezeichnen 'V als “verallgemeinertes Volumen”.

\ | reduziere V

g’ —

Ei wachsen an

m
dE.
Wir definieren den “verallgemeinerten” Druckzu p = =2 N, d_\/l = dW = -pdv (13.6D)
i=1
Behauptung: @ = i = _ =
(as)v T, <av>s p, dQ = TdS (13.6¢)
dU = TdS - pdv
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Beweis:

Y _= T <S — NKkgin(Z) + Nkg f(N)> fur unterscheidbare Teilchen

(13.4,13.5) f(N) = {
S = UT + NkgIn(Z) — Nkgf(N) (13.7) In(N) — 1 fur ununterscheidbare Teilchen

Y4 m E
<£)v<1§1 2 55 9o koT

rzn exp(— Ei) E, aT oT
- kgT" kgT? 9S ' d

E.
(13.2) g;exp(- QIT) = ZN./N, U= NE

=  Nkg T 7S In(Z) ST (13.8)
o T 0
(G_S)v = (8 - NKkghh@ + NkgfN)) 55 + T (1= Nkg 55 @)
o = oT U oT

) U T
2T (S - NkgIn(2) -+ Nk fN)) 55 = T
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0Z AL E, E. (B ot 1 OE
— = — expl——) = . _ ! ! R —
(132) Z (aT U P ) J oT U
= S|l =— + Z=| = Nk —=1In@ == =+ (13.9)
(13.6b) Definition p N \ 9 kg T2 kgT BT ov () v 177
oU 0
= (&) - < _
<<W>s oy (T (S - Nkgin(2) + N ka(N)>)
oT 0
= (S = Nk:In(Z) + Nksf(N)] & — Nk, T ZIn@Z
( 3@+ Nig fN)) 5 T @)
U oT
= —_ —_ — + _ —_ = -
(13.9) (S N kg In(2) T NKs f(N)) vV P an~ F
Merke:

Die innere Energie U(S,V) als Funktion der Entropie S und des Volumens V charakterisiert
das System vollstandig. Man bezeichnet U(S,V) als termodynamisches Potential.

Eine Anderung dS bzw. dV fiihrt zu einer Anderung dU der inneren Energie U(S,V) gemaR:

dU = TdS - pdv
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Freie Energie: F = U-TS  heiRt freie Energie

. 0 fur unterscheid-
Esgi: a. F = —NkgT(In@Z)-f(N)) ) - < ur untersche
b. (GF ) _ S In(N) — 1 fUr ununterscheid-
oT ly— - bare Teilchen
oF
c. (&) - _
<av )T F

a. Mit S = UIT + Nkg (In(Z) — f(N)) folgt F = U-TS = —NkgT (In(Z) - f(N))
(13.4,13.5)

(g_?)\/ e kg(In(Z) - f(N)) — N kBTaiTln(z) *)

0
Mit S = UT + Nkg(In@Z) = f(N)) und U = Nk.T2 —=In(Z) folgt
(13.4,13.5) s (In2) = HN) 59 KT g7 In(2) folg
= J _ _[(9E
S = NkgT —=In@) + Nkg (InZ)=f(N)) (:)—( aT)V
oF 0 1. 3 9 .
. [E) = —NkyT—1In@Z) = - NkgT = 2 g exp(— —
(8V>T 8" v ()(13.1) 5 Z .; v KgT

1 < E 1 9E
= NKyT 5 i exp(— — = -
Qb\ Z i§1 9; exp( kBT) kB\T OV (13.6b) P
Definition}a
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Merke I:

Die freie Energie F(T,V) als Funktion der Temperatur T und des Volumens V charakterisiert
das System vollstandig. Man bezeichnet F(T,V) als termodynamisches Potential.

Eine Anderung dT bzw. dV fiihrt zu einer Anderung dF der freien Energie F(T,V) gemaB:

dF = — pdV - SdT
b., c.

Merke II:

oU S

—p folgt: p= - <(F/>T + T<5/>T

f

Entropie-Term bei Gasen
entscheidend

Aus F = U—TS und (j—i)T
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2. Hauptsatz:

fur die Gesamtentropie S abgeschlossener Systeme gilt

dS = 0 furreversible Prozesse

dS > 0 furirreversible Prozesse (Prozesse die von selbst ablaufen)
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BSP Einatomiges ideales Gas in einem Kasten mit Volumen V = L3

Bestimmung der Zustandsdichte & Energiewerte fiir ein Teilchen in einem Kasten mit Volumen V = L3

Wellenfunktionen im Kasten: y(x,y,z) = L2 exp(-i (k.x + k,y +k,2))

periodische Randbedingungen k. L = 2nz,z € 2,i=X,y,Z

27/l

k-Raum Volumen (2m/L)3 (2m)3 |
o c——ﬁl———— 2n/L

Betrachte Anzahl der Zustande dn, in Kugelschale dS, = 4 k|2 d|K]| |
der Dicke d|k| und Radius |k| : dn, = ndS, =n4n |k[?dk| O——0O lb > K,

Anzahl von Zustanden 1 _ Vv

Mit p = zk und E =p?/2m folgt: © ¢ o
dn, = ndS, = n4n k|2dlk| = Mm#34n p?dlp|] = n#34n 2m E d|p|
= 7 3 4n 212 m32 E12 dE
dn, (2m)32 g2V
=y (13.10a)

= Zustandsdichte: g(E) = =

dE 4 h3 w2

Energiewerte im 3D Kastenpotential:
hem?

o y23 2+n2), kL =an,ne{12.} (13.10b)

n> = (n2+n

B2 2.1 241 2\ —
E,= 5 (k2 2k;?) = n? ,

n
Andreas Hemmerich 2023 ©
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Zustandssumme, Innere Energie, Entropie des idealen Gases im Kasten mit Volumen V:

Z 5 oodE E E/ksT (2m)*= v foodE E'2 exp(-E/kT)
= Cexp(— ——) = exp(— = —— expi-
> g el o jo oE) exp(-EgT) = = | P(-Ekg
312 00 312 o\ 172
I il L e SR YAY Sl LI I SO LT NN 10/
ot 2 n'2 ), o H2 A3 mkgT
| E ie des G ; (1?:3)NkT2 iI Z) = iNkT 13.12 3‘91\_3-§T'1 *
nnere Energie des Gases: U = 12 37 In@) = 5 NkgT (13.12) A3z = 5T ()
Spezifische Warme: C., = U = ) N k thermische deBroglie-
\Y (aT )V,N 2 B Wellenlange:
Entropie des einatomigen idealen Gases: g V2 = “ZBT
In der quantenmechanischen Beschreibung sind die Teilchen in einem Gas mv = h Xn
prinzipiell ununterscheidbar, i.e., die Entropie aus (13.5) ist anzuwenden
Y _ 3 = 2 1
3(155) T + Nkg In(Z/N) + N kBmsﬁz) > Nkg + NKkgIn(Z/N) = > N kg + Nkg In( pA3)
p = N/V Teilchendichte, pA3 Phasenraum-Dichte
5 312y 5 ud2v.. ¢ s< m )3/2
S Nke (5 + (=) =, Nkg (o + In(C o2 )) 3 72 (13.13)

13.15
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1. Hauptsatz fur ein System aus N Teilchen im Kasten mit Volumen V

n n
U= 2 NE = du = 2 NdE +
i= i=1

|_v_|
dW

n
> EdN,

I_v_l

(13.14a)

Fir ein ideales Gas in einem Kasten mit Volumen V geschieht die Anderung dE, der Einteilchen-

Energiewerte E; durch eine Volumenanderung dV.

o h2m? 2

E = i dE = —E, = dV
2/3 i

(13.100) 2MV 3V

FUr den Druck gilt dann

_ 2 5 _2u
;N'dv oy igN.E. = =
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Zustandsgleichung des idealen Gases im Kasten mit Volumen V.

2 3
mit pV = —U und U = N - kgT  folgt pV = NkgT (13.14c)
(13.14b)3 (13.12) 2

Gas-Thermometer:
Die Zustandsgleichung des idealen Gases ermaoglicht eine direkte Messung von T Uber
die leicht messbaren mechanischen Grof3en p (Druck) und V (Volumen)

: S :
esgilt p= - V)T + T(aT/)T Nur Entropie-Term # 0

Fluktuationen der inneren Energie:

e e ou 3
Es qilt fur Boltzmannsysteme: 2 = 2 = = — 2
g y (AU) kgT e > N (kgT)
= AUMU = (2/3N)"2
Fur grolde Teilchenzahl N ist AU/U extrem klein
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Expansion & Mischung idealer Gase [+ ..° e .
Die korrekte Beschreibung der Mischung - .. S :
gleicher bzw. verschiedener Gase erfordert l

die Verwendung des Entropieausdrucks fur S(N,V) S(N,2V)

ununterscheidbare Teilchen S(N,2V)-S(N,V) = In(2)Nkg >0

mkg
S =N kB[5/2 + In(T3/2V/N) + 3/2 In< ):|
(13.13) 2 h?

S(N,V) + S(N,V) S(2N,2V)
S(2N,2V)-2 S(N,V) = 0

.. : ® ° ol' d
S(N,V) + S(N,V) S(N,2V) + S(N,2V)

2S(N,2V)-2S(N,V) = 2In(2)Nkg >0
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Zweiatomige Gase: Rotation  Kjassische Mechanik: E = L2/20 , L = Drehimpuls

f h RGN _
E, = g = kel {1, g, = 2041
h2
©® = Tragheitsmoment, T = Rotationstemperatur
1 - 20 kg
1 Rotationsachse - L exp(— —&
- 7 PE Zrotgé p( kBT)
E,
Zustandssumme:  Z,, = 2 9, exp(-=—=) = 2 (2/+1) exp[-(T,/T) (({+1)]
/=0 ke~ /=0
0
Innere Rotationsenergie: U_, = Nk;T? —=In(Z
9 rot(13.3) B oT ( rot)
spez. Rotationswarme:  C_, = (8_Urot)
oT /N
P Fir T >>T_,: x= (T _JT) % dx = (T _/T)2(dr

°° !
Z.o = f df 20 exp(-(T/T) 2) = TIT
0

U

Urot = N kBT’ Crot =N kB

FurT<<T,,:

Zrotz1’urot = O’ C = 0

rot

o
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Zweiatomige Gase: Vibration f )
Vibrationstemperatur .\/\/\/\/\/.
E, = nQ(n+1/2), n=01,.... g
_ 1 Vibrationsachse
Keine Entartung: g, = 1, a = #Q/kgT = T, /T S y
Zustandssumme:
E 1 o /2
Zwb = z exp(— n = gal2 z gdn = g /2 _ e
n=0 kBT n=0 % 1-—e@ e® —1
geom. Reihe
Innere Vibrationsenergie' Nullpunktsenergie Thermische Anregung
| 4
, 0 1 e +1 1 1 )
Db 5y NIeT® G InZp) = g NQ G- = Nkelup (E T T
spezifische Vibrationswarme: P N
53U OLZ e® A Usib
— . _ 2k > Vi
vib (aTI-VIb>N = N kB (% — 1)2 //// NkgT i
1L~ - :::::,,,, Cuio
o Nk
Fir T < T, bzw. 1<a: U, == NkgT., -
_7 vib
Fir T,,<T bzw. a< 1: U, = NkgT, C, =Nkg 1 2 )

13.20

Physik Ill, Universitat Hamburg

Andreas Hemmerich 2023 ©



Zweiatomige Gase: Translation, Rotation, Vibration

Trot[K]

H, |85.5

CO|2.77
0, |2.09

Cl, |0.35

TuinlKI

6140

3120
2260

810

/

\

A ( Ctrans i Crot i Cvib )/ NkB

> log(T/T, )

Aquipartitionssatz: Die mittlere Energie pro Teilchen ist kgT /2 pro Freiheitsgrad.

(fur mehratomigen Gase mussen neben den drei Translationsfreiheitsgraden Rotations- und
Vibrationsfreiheitsgrade berlcksichtigt werden)

Zweiatomiges Gas:

3 Translationsfreiheitsgrade:

2 Rotationssfreiheitsgrade: Festlegung der Rotationsachse erfordert zwei Winkel
2 Vibrationsfreiheitsgrade: Festlegung der Vibrationsachse erfordert zwei Winkel = 2 = kgT/2

1 321 Physik Ill, Universitat Hamburg
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Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung:

Gesucht: die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen in einem Gas in einem Kasten
(Potentielle Energie = 0)

N, = D exp(- ) =
L (132) Z kgT
1 2
P(E) dE = Z d(E) exp(-E/kgT)dE = 7 (T E'2 exp(-E/kgT) dE
(13.10,13.11) B

Energie = kinetische Energie:

E = mv4/2 132
dE = mvdv P(v)dv = 4mx (2% kBT) v2 exp(-mv?/ 2kgT) dv
-
fir Stickstoff N, , m =28 * 1.66 1027 kg
P(v) A
T=100K
T=1000 K
' ' : L—> Vv [M/s]
500 1000 1500 2000
~ J
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0.0 o0 00 o0 m 3/2
— 2 5 —
j j f dv,dv,dv, = 4 f vidv = P(v) = <2n kBT> exp(—-mv?2/ 2kgT)

-0 oo oo 0
3/2

—my2
5 kBT> exp(-mv</ 2kgT)

P(v) = 4mv? (

Maxwell-Boltzmann-Verteilung:
Gesucht: die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen in einem Gas in einem Potential

L g(r,v) E(RV), - V) = 1 2 _W(E

P(rv) = exp(— k_T) P(r,v) = 227, exp(—mv</ 2kgT) exp(-W(r )/kgT)
B

Zoy =2 — > =
E(r,V) = mv</2 + W(r) Zr — feXp(—W(F)/kBT) d3r
Zustandsdichte g(r,v) = 1 _ ; 27 kg T 3/2

Z, = fexp(—mv 2kgT) d¥v = ( )
m

BSP: Barometrische Hohenformel

Gravitationspotential: W(h)=mgh = P(h) = (mg/kgT) exp(—mgh/kgT)
1/e-Hohe (T = 300 K, O, (m =32 amu)): h,, = kgT/mg = hy,, =7800m
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3N harmonische (1D) Oszillatoren (Einsteins Modell der spez. Warme):

Betrachte N Teilchen mit je drei harmonischen Oszillationsfreiheitsgraden. Die Teilchen
seien an verschiedenen Orten lokalisiert und damit unterscheidbar. Ein mogliches Beispiel
sind die Atome in einem Kiristallgitter.

\ | \ | \ |
E, | 7§ . ]
k ¢ 1 1\ /
. \ l\ ]
®
[ )

2~

E,=nmn(n+1/2), n=0,1,.... KeineEntartung: g, = 1, a = 7Q/KkgT
Zustandssumme:
E, 1 g0 /2
(13.15) 7 = z exp(- —~ ) = e 12 z g = g0 12 _
n kgT n ZF 1—-e¢ e® —1

geom. Reihe
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Innere Energie:

(13.16) U(13=_3) N kgT2 aiT n@) = % N 7Q :Zj = %N'hgz + le\la fgj

9z _ 9 e%/2 4 . %e“/z(eo‘-ﬂ-eo‘/zeo‘ _a b\ TheriischeAnregung

oT ~ 90 e®—1 oT (- 1)2 T Nullpunktsenergie

= Eople e o= gz TS
spezifische Warme:
2 Qo

(13.17) Ca = (STLI'J>QN (13.16) N' 0 % ea1—1 g_?_ i e (90;—61)2
Entropie:
(13.18) 3(154,¥ + N'kg In(Z)(13-1;3.1L\:'kB eaa_1 — N'kgIn(1-e®)
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Grenzfalle:

Fir kgT <7Q bzw. 1< a folgt U = N'kghQ/2 = Nullpunktsenergie, C,,S — 0
Fir 7Q < kgT bzw. a< 1 folgt U = 3NkgT, C, = 3N kg, S = 3Nkg In(kgT/AQ)

12N 7Q Innere Energie

3N 7Q /2
> kgT / 7Q
4
3Nkgl----------ooooee T Spezifische Warme
S Entropie
' ' ' s kT / 7Q
1 2 3 4

Alle Teilchen — Grundzustand Klassisches Regime
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14. Bose-Einstein — und Fermi-Dirac-Statistik

14.1



Quantenstatistik von Vielteilchensystemen

Bisher: I?n

= 1]

E,
1 2 3

N-Teilchen-System wurde als N Kopien eines Ein-Teilchen-Systems behandelt.

Besetzung des i-ten Zustands: N, = N P,

E. N,
1

‘M =

Innere Energie: U =

n
Entropie: unterscheidbare Teilchen S = -kgN 2 P; In(P/g;)
i=1
ununterscheidbare Teilchen = Sackur-Tetrode Entropie

n
S = -kgN 2 PiIn(NP/g) + Nk
i=1

Gesucht: Neue Buchhaltung fur Vielteilchensystem aus ununterscheidbaren Teilchen, sodass
die Anzahl der Teilchen nicht apriori festgelegt sondern echte Systemvariable ist.
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Quantenstatistik von Vielteilchensystemen

Beschreibe System durch Einteilchenzustande mit Energie ¢,,i=0,1,2...

Vielteilchenzustande mit ununterscheidbaren Teilchen werden durch Besetzungszahlen n,
fir die Einteilchenzustande charakterisiert, i.e. [n,,n,, ....). Fermionen: n, € {0,1}
- | I J

Bosonen: n,€{0,1,2,...}

Wechselwirkungen zwischen den Teilchen (z.B. durch Sto3e) werden hier vernachlassigt.

€ E[ng.ny, ....] = ngeg+nyeq+...  Energie von |ng,n,, ceer)

00000 = '
N[ny,ny, ....] Ng+n,+.. Gesamtteilchenzahl von |n, ,n,, ceer)

Fir grofldes N ist es unmoglich die Besetzungen n, fur alle Zeiten exakt zu kennen.

Stattdessen beschreibt man das System durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P[n, ,n, ....]

P[n,,ny, ....] € [0,1] mit > Plng,ng, .1 =1
Ny Ny -
ENTROPIE:
Fur das uns interessierende Vielteilchensystem sind die Zustande durch einen vektoriellen

Index n = [ny,n,, ...] gekennzeichnet = S(P) = —« S P In(P:)
n
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Grosskanonisches Ensemble:

Die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl sei (durch Kopplung an ein Warmebad und
ein Teilchenbad) vorgegeben:

Drei Nebenbedingungen sind zu erflllen:

NormierungvonP: 0 = fy(P) = 1 -3 P (G1)
n

Mittlere Energie = U: 0 = f(P) = y - > E; Py (G2)
n

Mittlere Teilchenzahl = N: 0 = f(P) = N - > Ni Ps (G3)
n

Suche lokales Maximum von S(P) unter den Nebenbedingungen 0 = fy(P) = f,(P) = f,(P):

0
0 = . (S(P) + A fy(P) + M (P) + M fy(P)),  S(P) = —x 5 P In(P:)

S(P) = -k (In(P~) + 1),

= 0 = -K(In( )+ 1) = — ME; — AN

n

3 3 »
= P. = exp(-1-22) exp(- ¢ E;) exp(- ¥ Ng)
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A A Ay
P. = exp(-1-22) exp(- % Er) exp(- = Ng)

Ao

1 A4 A - _
E;) exp(- - Nx) mit Z = exp(1+ < )

- Py= el

NormierungvonP = 7 = % exp(- — Ex) exp(= £ Nz) Zustandssumme

=}

Kk = kg = Boltzmann-Konstante
T= 1/n, = absolute Temperatur [K]
w= -TA, = chemisches Potential

setze

N- E- N-. E-
P. = 1 exp( > ") exp(— —= mt Z= ) eXp(M _F)GXP(— k_r"l') (14.1)
B

n Z kgT kBT) = Kg

Die naturlichen Variablen der Zustandssumme Zsind Tund u:. Z = Z(T, n)
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Innere Energie und mittlere Teilchenzahl:

oo co oo
U=> EzPs = 2 > nmg Plngny, .. ] = 2, " Z n, Plngny, ...1 = > &n, (14.2)
(G2) RH n i=0 i=0 n i=0
oo co oo
=Y N;Ps = 3% > nm Plngn,..] = 2 Z n Plngn,,...1 = > N (14.3)
(G3 n n i=0 i=0 n i=0
Entropie & Innere Energie:
E- WNs
S = -k . . = - P. (- 2 + " _ InZ
5 Zﬁ P- In(P-) ) Kg Zﬁ . ( T - n(Z))
= - ke IN(Z) > P
= T2 RE -T2 RN+ k@ 2R
n n
U uN
? - kg IN(Z) (14.4)
G1)

= U = uN +TS - kyTIn(2) (14.5)
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Nutzliche Beziehungen zwischen Z, S, U, N als Funktionen von T und u

0
(146) U = pN + kT2 ——In(2)

JoT - A
) 9 9 _ ( 9 )
(148 U = kT (n-2+T-2) In@ L = (2]
| 5w T T w oW
N J
9
(14.9) S = kgT =¥ In@) + kg In(2)
_ 2 J
BEW (14.6) U = uN + kT2 —=In(2)
= n - _n — = ex exp(— ——
Z = Z exp( k_I_)exp( kT) = o7 Zﬁ p( kBT) P kBT) T2
n B B B
J 1 0Z 1 uN- E-
kaT?2 —=1In(Z) = kaT2 = — = — > (E. — uN:)exp(—)exp(- — ) = U — uN
st gT @) = 7T T 7 2 (B i ke T KeT /o 05
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9
BEW (14.7) N ksT 3 IN(2)
d 1 9Z Ko T 0 U N- E-
kKeT —In(Z) = kT — 5 — ex T)exp(- —= ) = N
ol G M@ = kT oh =202 gr el ) eel o)
1 W N- E-
= - 2 Ny exp(—")exp(- —=) = N
z 5 " KgT sl " (314.1)
P 9
BEW (14. U = kgT — + T —) In(Z
(14.8) B (MGM =) In(2)
U—N+kTZiIZ— kTa|Z+kT28|Z
(146) 51”37 @) ) wheT 5 () 81" 57 @)

0
BEW (14.9) S = kgT == 1In(2) + kg In(2)

0

= kT — In(2)

S — kg In(Z2) = (U — uN)/T
o IN2) = (U= WNIT - = kT 57

14.4
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Grof3kanonisches Potential

(14.10) J(T,n) = U(T, w)=TS(T, w) —uN(T, u) heildt grol3kanonisches Potential

- J = — kT In(2) Das grol3kanonische Potential J(T, u) als Funktion
der Temperatur T und des chemischen Potentials u
S = (aJ) charakterisiert das System vollstandig. Es gilt
B oT
=S N (0 dJ = —SdT —Ndu
= (&,
oJ oJ In den Variablen T, u kénnen S, U, N, Z durch J
L U= Jhw - T(aT) M(W)T dargestellt werden
BEW (14.10)
d
(@) J(Tuw) = UTuw-TS(T,uw)—uN(T,u) = kgT? —In(Z) - TS = — kgT In(2)
(14.6) aT (14 9)
dJ J
(b) (= = — kgT == In(Z) - kgIn(Z) = -S
(aT)“ (a) al 5 (14.9)
(©) (gi) = = kT 2@ = -N
T () on (14.7)
: 0J 0J
(d) mit (b) und (c) folgt U = J(T,w) - T| aT) (W)T
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Innere Energie als Funktion von S und N:

BEH: a) (g_IL\IJ)S = u klart die Bedeutung des chemischen Potentials
b) (au) _ T dU = uwdN + TdS
dS/N

a) Aus(145): U = uN +TS - kgTIn(Z) =

(g_IL\IJ)S = nr N(g_ms * 8(3_11)3 ~ ks (3—11)3 In(2) - kBT(aiN'”(Z))S

Z=Z(TENuEN) = (gn@)g = (70@), (55 + (5@ (3—5)3
U—uN T .
(146.147) KgT2 (g_N)S * T (a_Kl)s

Ns =+ (Ss (S - kghn(2) - (U—MN)/T) = u

(14.5)

(aU

b) ahnliche Rechnung wie in a) @
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® Zustandssumme Z:

n (u—¢)
W N-. = i=o J )
= e 1) exp(— —n ) = 2 exp(
Z (14.1) Z xp( kgT ) expl kgT ) i KgT
Nﬁ = z nj
j=0
gatbtct. Es = z n; §
= g2 eb eC =0
N, (u—¢€,) n;(u— ;)
= 2 exp(———) = exp(— —) -
Ng Ny oo kBT kBT

|n(z Ai”i) (14.11)
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Mittlere Besetzung des i-ten Einteilchenzustands:

5 oot " oot E1)
(nk> B z K P[n N ] Ny Ny one kBT B
| Ng Ny - | v (121) z ( MNﬁ) ( Eﬁ )
exp exp(- —
NNy oo kBT kBT
patbrcH un NAE wn, Nig;
n.K = Oyexp(— 29 . exp(—=) exp(- —=)
/D B n N.& un n.e.
= > exp(—=2)exp(- —— ) Xp( k_'ll') exp(— ﬁ)
Ny = z n, Ng Nys oo kBT kBT B B
j=0
00 u— €
_ A. = exp( ")
E;: = > ne i
n o ] kBT
n n
S o A A 5 4[5 )
Ng Ny» - No n,
T TR T
Ng Nys oo Ny n;

14.12
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(14.12)

14.13  Physik I, Universitit Hamburg Andreas Hemmerich 2023 ©



Fermionen: n=01 f=() A=exp(__
kgT
S nikAini
n, A. 1
nfy = — = — = _11 = — (14.13)
(14.12) z A-ni 1+ A A7 +1 oxp &—u ) +1
no kg T
unabhangig von k
_ 1
A &M Fermi-Dirac Verteilung (14.14)
exp( ) +1 '
kgT
(n? = (n)y = An2 = (n?-(n)2 = (n)(1-(n)) somit An? — 0 fur (n) — 1
— Pauli-Prinzip
0.0 oo 0.0
n. 1
n@ = 3 n(ZA") = 3 mi+A) = 3 n(—=) (14.15)
(1411 =g N i=0 (14.14) i=0 T-n
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Bosonen: n=0,1.2,.. 3
verwende » q" = 1/(1-q) falls q <1

n=0
d “ n
(AI 8_A|) n, AI | 9 k 1
.k = I — — A.
o9 = o (1-A) A5 ] —
n, | Bose-Einstein Verteilung
_ A 1 1
n = (n) = (1—Ai)(A a‘; 1 = ! = — =
"oA) 1-A _ A1 -
KgT
(14.16)
A (1+A) A A2
2y — | [ — | [ _ _ _ — 2 _
s (1-A)2 A-AR  (-AP i 12 00) ane =) (i)
) 00 nl ) 00 1 ) 00 ~
n@ =, 3 |n(zn AT - by in(- _Ai) = 2 () (14.17)
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@ o i =mnmp = nyne (14.18)

2 nd Aini > nP Ajnj
n. n.
(n9nP) = ' ’ = (n%(nP)
AT S A
i j
N

n;

Annahme n; = n_ ,v&€{1,...,9.} mit Entartungsgrad g, fur Zustande der Energie ¢

(2) ne = z ne,v e Anez = z Ans V2
v (1) v ’

) (n)=9.n.), A0, 2= (n. ) (1£(n.)) = An2 = (n)(1£g,(n,))
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15. Bose-Systeme
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Bose-Systeme

g
Bose-Einstein-Verteilung: N o= — I g = exp(wkgT)
& exp(e/kgT) — 1

€, i =0,1,2.... Einteilchen-Energien, wahle ¢; =0

g, i=0,1,2... Entartungsgrade, g, =1
w = chemisches Potential € [-»,0], § = Fugazitat € [0, 1]

T

Temperatur

Fluktuationen:
Aus (14.18): An2 = (n?) —(n)2 = (n) (1+g"(n))

@ n>>1 = An, = n g2

thermisches Rauschen

mittlere Besetzung n,

W egeq €y €3 €4 &5 € €7
Energie
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Bose-Einstein-Kondensation:

9;
e exp(e/kgT) — 1

mittlere Besetzung n,

w 80 81 82 83 84 85 86 87
Energie

Normalisierung fur N Teilchen:

N = Sho=nf+GE (15.1)

Far hinreichend vernunftige Einteilchen-Parameter e, g,

wachst G(z) monoton und ist beschrankt auf [0,1]

Bose-Einstein-Kondensation:. N > N, = G(1), §=1

= Alle zusatzlichen N — NC Teilchen bevolkern den Grundzustand
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Bose-Einstein-Kondensation:

0‘40
Yo ¥
R

kihlen bei geringer Dichte ¢

15.4 Physik Ill, Universitat Hamburg

physikalische Interpretation

/ Bose-Einstein-Kondensat

kiihlen bei hoher Dichte %_og <@
DreikorperstéBe fiihren =0 ) =00

zu Molekulbildung

nkeT~ imV2 =

Thermische de Broglie Wellenlange:

22 )1 2

kaT

A = 2nh/mV = (

Luis Victor de Broglie 1923

KritischeTemperatur:

de Broglie Wellenlange A = mittlerer Teilchenabstand d = 1/p'3

2n2h2p2/3
T = m—kB vergl. (15.5)

Satyendra Nath Bose, Albert Einstein

S. N. Bose, Z. Phys. 26, 178 (1924)
A. Einstein, Sitzber. Kgl. Akad. Wiss. 3 (1924/25)
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Herstellung und Beobachtung eines Bose-Einstein-Kondensats ®

Nobelpreis 2001 E. Cornell, C. Wieman, W. Ketterle M. Anderson et al., Science 269,198 (1995)
C. Bradley, et al.,Phys. Rev. Lett. 75, 1687 (1995)

— LaserKUhlung K. Davis et al., Phys. Rev. Lett. 75,3969 (1995).

Kondensat

— Magneto-Optische Falle
Ped

— Magnetische Falle Fallen-Potential

W
— Verdampfungskiihlung @

unkondensierte
Atome

3
&
()
Q.
— Freie Expansion — Zeit 5
— Absorptionsabbildung ©
Absorptionslaser Linse CCD Kamera

freier Fall & freie Expansion eines Bose-Kondensats
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Bose-Einstein-Kondensate interferieren

— <= [ BEK-Herstellung: 10° Atome

1 0] 1 0] Teilen & Warten

— — Fallenlassen

e

>
%Optisch% Markieren

einer Scheibe

M. Andrews et al., Science 275, 637 (1997). Linse

CCD Kamera
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Bose-Einstein-Kondensate sind superfluid

Anregungen bei kleinen Energien haben lineare Dispersionsrelation wie Phononen
Klassische Teilchen bewegen sich unterhalb der Schallgeschwindigkeit reibungsfrei

Einbringung von Rotationsenergie fuhrt zu reibungsfreien Wirbeln mit quantisiertem Drehimpuls

Rotierender Laserstrahl Vortex-Gitter (NIST)
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BSP1: N Bosonen in einem (groBen) Kasten mit Volumen V

(15.2) GE) = S I = /
=1 £ exp(e/k,T) — 1 0

(2m)3/2 81/2 V

de g(e)

e exp(e/kgT) — 1

Zustandsdichte: g(e) = @800
\ 413 72
00 1/2
-V 2 X = v
R fo = exp(x) - 1 e
x = elk T
212
Thermische deBroglie Wellenlange: A = ( Zﬁhi)m,k = 2n/A Z_k = kT
B
@ Die Funktion g ,(E):
. - ) D
o0 1/2 n - 2.61 93,2(€)
o) = 2, [ox -3 -
(15.3) T 0 g exp(x)—1 n=1 N
J3/»(€) ist monoton auf [0,1], g55(1) = 2.61 1 £ )
-

15.8

Physik Ill, Universitat Hamburg

Andreas Hemmerich 2023 ©



Bose-Einstein-Kondensation in einem Kasten mit Volumen V:

Normalisierung fur N Teilchen: N = No + , No = = T 15.4
J (15.1, 15. 2)0 9a2(S) A3 g1-1 1-8 ( )
" : ] 2rthe /2
Kritische Teilchenzahl N : g3/2(1)A , A, = (mEhT) & pAS = g3(1) = 2.61
C B'c

p = N/V Dichte, pA3 Phasenraum-Dichte

Kritische Temperatur T_bzw. A,: k T. = il el )2/3
B'c m 93/2(1) (15.5)

( BSP: A-Punkt “He: T, = 2.177 K, 87Rb bei p,= 10 cm™ = T_=400nK )

Bose-Kondensat

I_’J

Berechnung des chemisches Potentials w(T,V,N): 1 1 £ firN — o
| =1 s = E(T,V.N
Mit (15.4) folgt 1 = § et oA J30(8) = & = E(TV.N)
0 s 932(1)
Thermodynamischer Limes: V, N — « so, dass pA3 konstant: 0 1 2 3 4 5 pA
Js  (pA3) falls € <1 bzw. pA3 < gg,(1)
=~  EVN) = (15.6)

1 falls pAS > g,,(1) i.e. fiir Bose-Kondensat

w(TV,N) = kT In(E(T,VN))
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Besetzung des Grundzustands:

. No 1
Mit (15.4)folgt — = 1 —
it ( ) folg N 1 pA3 93/2(7%)

93/2_1 (pA3) falls pA3 < J30(1)
Einsetzen von (15.6) &(T,V,N) =

1 falls pA3 > gy,(1)

0 falls pA3 < gg(1)

o _
N ~ J3/0(1) 312 (15.7)
1— AT 1 () falls pA3 > gyy(1)

c

fuhrt zu

— | —

Bose-Kondel%

No 4
N 1

\J

N

— |
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Innere Energie, Zustandsgleichung:

(¢)
> %0 3/2 o0 3/2
U=75 Mg = fda 9fe) e Lo@mPy fda ‘
=0 o Eexp(e/kgT) -1 aPn® Jo  Elexp(elkgT) -1
%0 3/2
V 2 X 3 Vv
= — kgl — = =k, T — 95/2(?@) 15.8
x=ek T AT a2 Jo g exp(x) - 1 2% X (15.8)
é 00 N
J5/2(€) i1 P f ) dx X = > o monoton auf [0,1], gsp(1) = 1.34
37 0 %-1 eXp(X) —1 =1 n5/2 )
) S 12f hE)
hE) = J5/0(8) € = 1- P 0.8
g3/2(E) 0513 < h < 1 0.4 I I5/2(8)
g (E) 0 0 s s 1; E ®/

Fur kleine Werte von € erhalt man die Relationen fur ein Boltzmann-Gas:

V N-n 3 _ 3
— = U = koT (N=n,) h = =
A3 (154 J30(E)  (158) 2 B ( o) M) 2
2 V = _
V = £ = kT —= 950(8) = kT (N=n,) h(E) =

P (13.14p) 3 (15.8) BY A3 (15.4) 5 0

15.11

Physik Ill, Universitat Hamburg

kgT (N — ﬁo)(

kBT (N—ﬁo)<1 -

g

1— EE)/Q + ) (159)
g
et > (15.10)
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Spezifische Warme: (Herleitung @)

C, - 1 — d (3 1 TV.N
N N (a_T)V,N (158 dT <§ KgT p7\3 952 E(T.VN))
KT
= 3 d%(p_TA:,,) 95 STVN)) + 3 e < g5p( E(TVN))
g
15, 1 TVN 3 kgl d TVN)) (= 15.11
e = N
dgnizmun)) = 83 £ e1s £ o sig emun
9 gn(5TVN) = 95 5 _ w1y S L e
(E 95/2 1V - d% b FS/Z - % - Fg/z - % 93/2( %(T,V,N)) (1512)
d
it A3)
IS £<1 d dT (P 3
(ﬁ)VN = 593/2'1(91\3)5(9/\3) = = —g p%‘ E
N 156 Y — J3(§) 91/2(8)
L d§ gilt auch fir E=1 wegen g;,,(1) = «
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15.13

C, 15 1 9 J3/5(8)
— v = DBy Lo ggpB) - Tk, 2L 15.13
N 4 "B pAS 4 B d1,2(§) ( )
E(T’V’N) = pA - v ( kaT)
(15.6) 1 falls T < T
Grenzfalle:
T>T, = pA3 = g8 = S L 15 9s0l8) 9 932(5)
kgN (15.13) 4 d30(E) 4 g4(8)
T<T, = 1=E gp(1) = o = & _ 15 95/2(1) _ 15 95/2(1) T_)3/2
kgN (1513 4 pA3 (155) 4 gap(1) T,
T> o = pA3—= 0= E =gy (pA3)— 0 3& - 15_9 _ 3
o2 kg 4 4 7 2
CV 1
- : vergl. klassisches ideales Gas
32 oo T C
: L = 3/2
i . kBN
0 1 > T,

Physik Ill, Universitat Hamburg
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15.14

241

201

181
161

Cs Joule/g-K

21

0

o

15-005 0 051015 -4 -2 O 2 4 6 -20-10 0 10 20 30

Physik Ill, Universitat Hamburg

(T-T,) [K]

(T-T,) [mK]

A-Punkt von #He

“-T;\] [pK]
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® Nitzliche Darstellung von gt +10(8), n=0,1,...: 0)

furne{1,2,...} sei (n-12)! = (n-1/2)(n-3/2) ~1/2, (-1/2) =

fur n€{01, ... }:
+ _ 1 1_ ® d X(n - 112) E _E e 1 1 o X(n - 1/2) e'(X+O()
9 n+1/2(§) - (n - 1/2)! 1/2 X 1 - 1/2 dx
I 0 g1 exp(x) + 1 (n-1/2)! @ 0 1 + e (xta)
o0
geometrische Reihe Vzo Fq) 1—_1—q mit q = e (x*a)
1 1 ” 112 ” 1)v-1) g-v(x+a) 1 1) ”
= n- 71)v-1) o- _
T (n-172) n1/2f dx x! ) 21 (F1)™e © (n-172) 1/2 Z (#1)D V/ dx x(n-12) g-vx
! 0 Ve 0

n -fache partielle Integration

=/ c

1 1)v-1) > A evx 1 - =4 \(v-1) > e
oy 1/2 > (1) dx(n-12) x 2 = = L5 e gvf dxx 12 &
0 v=1 0

v=1 vl Vv

/ Variablentransformation z = vx / Variablentransformation y2 = >
(v-1) v o0 -1) o
=, yn+12) 1/2 = y(n+172) 1/2 y e - z n+1/2
V= O - O V:1
[ |
=1
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® Niitzliche Darstellung von g* (€), n

+ _ 1 * dx x(n-1) E_E e 1 % x(n-1) g-(x+a)
97n(€) = (n-1)! -1 B (n-1)! dx _(x+
0 E exp(x) 1 0 1 + g-(x*a)
geometrische Reihe
1 % 0.0 1 1 0.0 0
= f o X0 3 @ = S @ fo dx X0~ 1) g
v= v=

(n-1) -fache partielle Integration Variablentransformation z = vx

/1 0 o0 o o0 1 . ovx
R A AR - 3 [e
v=1 0 vn-1) v=1 0 v
® Y o0 oo v
= 5 (F)vD s f dz eZ = > F)N £
= Vn _ \/n
v=1 0 v=1

Andreas Hemmerich 2023 ©
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BSP2: N Bosonen in einem 3D harmonischen Potential 1§ MQ2(x2+y2+2°)
Zustande: |i,i i), i, =0,1,2,....
X'y z> X'y'z £, \ B /
Energiewerte: g = 17Q ,i=(i+i +i,)=01,.. \ /
1 oy 1o _ 15 Y o1 i
Enartungsgrade: g, = s(i+1)(i+2) = 5ic = §(h_£2) \ / ihg
€0
. g g2 —v—
: = — = 15.14
Zustandsdichte: 9(e) = -5 > Q) ( )
- x=elk T 3 " ,
X
G(E) = f de 9 - (E) 1 f dx —
0 e exp(e/kgT) — 1 Z 2 )0 elexpx)—1
e 2 ® zn
® e = f dx — = 3 = monoton auf [0,1] mit gy(1) = 1.202
0 § exp(x) — 1 n=1
L . _ kg T
Normalisierung auf N Teilchen: N = n, + (h_9> 95(€) = (15.15)
: : N = k Tc 3 ’ HO \3
Bose-Einstein-Kondensation: N, = (L) 95(1)  bzw. ©, = g5(1),©,=N, (ﬁ>
he2 B'c
Kritische Temperatur T_: kT, = (N /g5(1))"° nQ © Phasenraum-Dichte

(vergl. Boltzmann: kBTC = hQ )
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Chemisches Potential u(T,L2,N):

Mit (15.15) folgt 1 =

1 — = :
T+ & %O &= E(TQN) (15.16)

Thermodynamischer Limes: N — o« so, dass ® konstant:

g; (@) falls ® < gs(1)

~ yToN) - (15.17)
1 falls ® > g4(1)
w(T,2,N) = kBT In( §(T,L2,N) )
Ao 0 falls ® < g,(1)
N = 1 3 (15.18)
1 - %) = 1 —(_Tr_c) falls © > gy(1)

Bose-Einstein-Kondensat aus Rubidiumatomen

S
J. Ensher et al. Phys. Rev. Lett. 77, 4984 (1996) I

15.18
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Innere Energie, Zustandsgleichung: (Herleitung @)

% 0o 0o 3
U = z ﬁi Si - / de 9(8)8 _ 1 f de €

=0 o Elexple/kT) -1 (519 2@ Jo  Elexp(e/k,T) -1
N ” x> N
= o kT lf dx — = 3kgT o 94(8) (15.19)
2 o g exp(x)—1
4 1 o X3 00 En | N
948) = = dx 1 = > = monoton auf [0,1] mit g,(1) = 1.082
0 E exp(x)—1 n=1 A
£ 12F f(E) 93(E)
f = _ [
fE) = 9422 (€) 1 T (())_i: e
O3 N
0.9004 < f(g)< 1 0 ~: @
[ J
Fur kleine Werte von € erhalt man den Ausdruck fur ein klassisches Boltzmann-Gas:
N _ N-n - A - 15.20
i = U = 3kgT (N-7,) f(§) = 3kBT(N_nO)(1__ +> (15.20)
© (15.16) 93@) (15.19) B 0 16
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Spezifische Warme: (Herleitung @)

Co 10U _ d 1
NQ - N(G_T)QN 158 dT (3 kgT e} 9(E(1.2N) )>
_ d(T T d 95
= Sk Gl ) WETRN) + 3§ £ a(ETaN) ()
_ 1 _ 93( E(T,Q,N) )
= M2 5 9(S(TN)) — okg o, (ETON))
e - i a
d d gn g"
— T,Q,N - = 2 = 1 - = -1
dg 94( E( ’Q’ )) d§ nz:1 n4 % < n3 E 93( E(T,Q,N))
9 gy(ETRN)) = g ; EI. ‘%1; = E1g,(E(TRN))
dg ~> T ds 2y nd n=1 N2 st EE
o doe
e £
(7o = (%93-1(@) 3—? T 4 = S
: 9 g,(E) g,(E)
dg
gilt auch fir E=1 wegen g,(1) = «
o

J
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948) _ g 9O (15.21)

- C,
N ® ® g,(8)

= 12Kk

g;1(@) falls ©® < gs(1)

E(TQN) =
(15.17)| 1 falls ® > g4(1)
Grenzfalle:
C g
g 3 92(1) ; (15.22)
Q ga(1) 94 T
< = = — = 12 247 - 12 /(=
Tl = 125 gl)== = kg o a5(1) | T
Co
T2 =0—>0 = £=g57() >0 = —= = 12- 9= 3
kgN
Co , Co , ;/,/—kBT:hQ
kgN : kgN |
; . vergl. ideales Boltzmann-Gas
| v
3 /- e c) T S . N=300
0 : ! > l O/f: — “;'/l
0 1 2 Te 0 (g3(1)N)™ To
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Kanonisches Ensemble:

Mittlere Teilchenzahl nicht erhalten = Nebenbedingung (G3) entfallt, i.e. u = 0 in Gleichung (14.1)

= 1 E- _ Ex
. = — exp(- ——= mt Z = exp(- —
Pr = 7 o kT ) 2 ol kgT ) o2

n

Mittlere Besetzung des Einteilchenzustands mit Energie ; :
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n n,
> o AJO .. Al (Z An0> <z ”iA.n'> s
Ng Ny - o n =
> AQO Aini. <z A”o) (Z A|n|>
no,n1, no ni
9 AN J n g1
zn A oA, A A ‘9_A| n. AI | FOA 1-A 1
> A" A" _— AT
n, n 1-A

BSP: Photonengas (thermische Photonen)

1
Mittlere Photonenzahl bei der Frequenz w =¢ /A : n(w) =
holke T
e B 1
Spektrale Energiedichte (Plancks Strahlungsformel):
2
1 dE - 1® Ry = -9 1 7o
V dw V dw b\ necs (eNw/kaT _ 1)
spektrale/d mittlere Anzahl von Energie pro Photon
Modendichte Photonen pro Mode

15.23
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n, Aini
Al
_ 1
e gi/kBT — 1
(15.24)
(15.25)
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Debye-Modell der spezifischen Warme eines Festkorpers:

Die Atome eines Festkorpers sind durch starke elektrische Krafte verbunden.
Deshalb muss die Warmebewegung eines Festkorpers durch kollektive Schwing-
ungen des ganzen Gitters beschrieben werden (Schallwellen). Die Quantisierung

dieser Schallwellen fuhrt (analog zu den Photonen) zum Begriff der Phononen. (f{aestir Ei%%)g
Modendichte der Phononen in einem Kasten mit Volumen V: Nobelpreis 1936

Wie viele Phononen gibt es pro Frequenzintervall? Analoge Uberlegung wie fiir thermische Photonen
(Skript Teil1) fuhrt zu

d 2
199 = W spektrale Modendichte, ¢ = Schallgeschwindigkeit
V do 2mec3

transversale und longitudinale Moden:
Es gibt zwei verschiedene Klassen transveraler Phononen (2 Polarisationen) und eine Klasse
longitudinaler Phononen jeweils mit verschiedener Schallgeschwindigkeit ¢, bzw. c,

Schallgeschwindigkeiten

dg _ o 1 dg, + 1.dg, _ 22 (& 1_> ¢ bzw. ¢, fiir longitudinale
3

bzw. transversale Wellen
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Die maximale Anzahl kollektiver Schwingungen von N Teilchen mit je 3 Freiheitsgraden ist 3N:

D 3 4 Teilchen, 1 Freiheitsgrad:

3N _ 1 dg Wp 1 2

g Y~ = | do— — = — |4 +=
v fo UV do 672 (¢ " c2 » e o o
i i O @ o o

p= N/V = Teilchendichte e
& 2 e 6 W o
=  wgd= 1822 (1—3+%> . d9 _ O9No

c” G dw (DD3 ® 6 06 ®

Debye-Grenzfrequenz

Phononen gehorchen Bose-Statistik analog zu Photonen:

Wp
: ON n? hw
Innere Energie: U= dw 3
spez. Warme/Teilchen: (ho)?
hw
Wyp ) 0 e hw/kgT
EV = l(&) = dw 0 5
N N'\oT/VN 0 3

15.25 Physik Ill, Universitat Hamburg Andreas Hemmerich 2023 ©



° g2t o holkgT L3 T 4 e
0o kgT?  (gholkgT _ 42 0 . (e=1)
(183132 p)1/3
Op= hoplky = Debye-Temperatur = Afkg e (Herleitung (@)
<C|3 Ct3>
| Cs Pb Cd Ag Cu Al Fe Be C*
BD[K]| 38 88 168 215 315 398 453 1440 2230
Gesetz von Dulong/Petit: 6,< T Cy/ kg
A
. g o v
T _ - g *Ag  (Silber)
NV ~ 9kg (5) f dx x* = 3kg 2 sAl (Aluminium
D 0 L -C  (Graphit)
1k v AL, O, (Saphir)
Verhalten bei niedrigen Temperaturen: T < 6, I “Kel
| ' | L> T/0,
0 1 2
C 3 x4eX T3 x4
2V s kg (I) dx = ok () 5
N 0 . (eX—1)2 Oy 15
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16. Fermi-Systeme
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Fermi-Systeme

g e, 1=0,1,2.... Einteilchen-Energien
g : = |
Fermi-Dirac-Verteilung: 0y = e— U g, i=0,1,2.... Entartungsgrade
exp( - ) +1 (39)
B u € ]-o,0[ chemisches Potential
Fluktuationen: ang = (n) (1-g"(n) E= exp(uwkgT) €[0, =] Fugazitét
- . . T = Temperatur
Fur die Zustande mit ; << u folgt (n) = g, An;—= 0
Normierung fur N Teilchen:
o0
N =2 n = uNT fiir konstantes chemisches Potential w
i=0 u
Notationen: LL |
’ c 1 Ty >T,> 15
F(e,u,T) = Fermi-Funktion £ i
exp( 8 M) + 1 = i
‘e il V7.
ee(N) = u(T=0, N) Fermi-Energie %
L
{Z: E(Z) = ¢} Fermi-Kugel 0

{Z: E(Z)) = ¢¢} Fermi-Flache Energie ¢
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Fermi-Gas in einem Kasten mit Volumen V: _
Spin-Entartung

Normalisierung: /
00 1/2

- 9(e) 2m)32V *
€
N =2 n = [ de _ fem)yTV (2s+1)f de —
=0 o E'exp(e/kgT) + 1 4h3 n? o Elexp(e/kgT)+1
o0 1/2 21/2
_ vV 2 X _ Vo€ A = (2M5)F 40
= —5(2st1) f dx = (2s*1) —5 T3 = (40a)

Thermische deBroglie Wellenlange

Chemisches Potential:  mit Invertierung von Gl. (40a) folgt

w(T, p) = kgT In(f,1(@)),  © = pA3/(2s+1) Phasenraumdichte

p = N/V Teilchendichte
(® Die Funktionen f,,(), fo(E):
/ N
% * (e f5/2(8)
()" _ 5 (B ts 512

farlS) = _nz=1 nd?2 - fo2l®) = _nz=1 nd/2 f32(5) | (40p)

f30(€), f5;2(E) sind monoton steigend auf [0, ] 5
N =5
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Fermi-Energie im Kasten mit Volumen V: ‘e

Grenzfall T— 0bzw. & — oo : =  T=0
Q.
w(T, p) = ee(p) = w(T=0, p) t:f 112
1 &
L R TR ST
F(e, W(T, p), T) = 0
(& w(e) T) e —w(T, p) Energie ¢
exp <—) + 1
kgT
1 .
— " — X[, ] (¢) charak. Funktion auf [0,er ]
exp( ) 1
kgT
_ (2m)¥2v Y . (2mpP2v 2s+1) | de 12
N = W(zsn) O de "2 F(e, w(T, p), T) 15 22 (2s+1) O £ € X[o,gF](ﬁ)
kgT— 0
2m)32 v 3/2
= (em)7V (2s +1)f de €12 = @m)yTV (2s+1) 2 g2
413 m? 413 2 3

= g = (2s+1)23(9/2)"3 2 n*3p?3/m  héngt nur von Teilchendichte ab  (41)
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Innere Energie:

00] 0 -
g) e 312 312
U= 2 ne = f de 9(e) . 2m)7TV (2s+1)f de 8
=0 o Eexp(e/kgT) + 1 453 2 0 lexple/k,T) + 1
0 312
- 3V 4 dx X = 3Kk, T(s+1) L f
> A3 kT e 25+1) fo < oxp() + 1 5 kgT ( ) e 52(8)  (42a)
3 3 :
Y& __ N U = SNKkgTh@E = 5 NkgT (1 i - )
A (2s+1)f5,(E) = (42b)
S
h(€) = f /f 2
(€) 5/2(E)/f3/2(E) pV = 3 U = NKkgT h(E) = NKkgT <1 + 052 )
- ™\
3} f5/2(S)
f3/0(E) Im Grenzfall kBT — o bzw. € — 0 erhalt man die Relationen
1 h(g) far ein Boltzmann-Gas:
g U = 3NkgT, pV = NkgT
A\ J

Andreas Hemmerich 2023 ©
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Grenzfall T— 0 bzw. € — oo :
M(T’ p) — 8F = M(T=O’ p)

1

F(e, (T, p), T) = — £
(e, W(T, p), T) - p)> x[O,EF]()
exp(—— + 1
kg T
. (2m)¥2V i (2m)¥2V F
U(T=0) = nne = 2~~~  (2s+1 d 3/2F wT=0) = —— 25+1 f de 83/2
(T=0) = 2 Mt TR )fo e eEREnT=0) = Tae BT )
3 F
= é N 8F-3/2 f de 83/2 = g N 8F (43)
(41) 0
2 2 N 1
p(T=0) = F U=0)/V = 5§ <= = 3 (6/(2s+1))y?3 h2 73 p53 /' m

Pauli-Prinzip fuhrt bei Fermi-Gasen zu endlichem Druck bei T=0: Quantendruck bzw. Nullpunktsdruck
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Naherung fur tiefe Temperaturen

far kgT << ¢ hat die Fermi-Verteilung nahezu Kastenform (blaue Kurve: F(e,u,T) = F(e,egT)).
Pauli-Prinzip: die meisten Elektronen finden keine freien Zustande, nur Elektronen in unmittelbarer

Umgebung der Fermi-Flache (grauer Bereich: Breite = kgT m?/2) tragen zur thermischen Anregung bei.

L. 3 N 2 C,
= U = g Neg + N(n?kgT/2e) (kgT/2) = N = T2 T

Anteil der Teilchen im grauen Bereich

= spezifische Warme C, — 0 firT — 0

°F
= |
a
S
Halbe Breite des grauen Bereichs = kT /4 o
L AT
1 _ 1 ~ 008 0 Energie
E—¢€ - 2 '
exp( kBTF) +1 exp()+1 eelkg>>T>0 —

T=0 ---
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Spezifische Warme: (Herleitung @)

Cv = 1 (0U _ d 1 _
N - N(G_T)V,N (40a) dT (g KgT ) fsial E(T,V,N))> © = pAY(2s+1)
3 d/ T keT d
= 3 ﬁ(@) fp(STVN)) + 3 580 o, (5TVN))
_ 15, 1 3 kgT d ’
= Tke o fo(ETVN)) v 30 e ETVN) (ﬁ)V’N (43a)
2 ” % N
d -E)" €)"
d%f?’m(%) @ 2 (_%3/2 = F2 (n—ﬂ = §@)
d 2 ey = (e 43b
d%ff’m(%) KCE -2:1 (_ES/z ) _§_1nz=1 (F;z = EMM(8) )
de
05 d de dT EO
— = —f _1(6) — = = _ §
(aT)V,N dy 3/2 dT (%3/2( £) 2 Tf1/2(§)
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= S _ 151 € - 9 f32(8) 15 T52(8) 9 f32(8)
= /2 = = — - =
Nkg 40 ° 4 10(8) 4 f30(8) 4 £,,(€)
E(TV.N) = f5,7(©)
Grenzfalle:
C, 15 9 3
T—00 = 0—-0E— 0 = lg_ 21 - >
T-0 == 00— & > xo = & _ 15 f5/0(€) _ 9 fa/0(E)
Kg 4 13,(8) 4 f,,(€)
CV
kgN

K: Klassischer Bereich
jedes Elektron tragt im Mittel 3/2 kgT bei

Q: Quantenentarteter Bereich
nur wenige Elektronen nahe an der Fermi-Flache
konnen angeregt werden

> log(€)

5 0 5 10 15 20 25
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Beispiele fur entartete Fermi-Gase

1.

16.10

Elektronen in Metallen: Fermi-Energien der Elektronen in Metallen liegen im eV-Bereich.

BSP Kupfer — e =7eV, e/ kg = 82.000 K

Weil3e Zwerge

N e
Erloschene Sterne, deren Quantendruck p(T=0) = £

\Y
die Gravitation kompensiert: — Radius® * Masse = konstant

(6/(2s+1 ))2/3 K2 /3 p5/3/ m

O211\V)
o=

Fermi-Energie des Elektronengas des Stern-Plasmas im Bereich 300 keV.

Relativistische Behandlung — Chandrasekhar-Grenze: Masse < 1.4 Mg ..
Kernmaterie: Fermi-Energie der Nukleonen im Kern im Bereich 30 MeV.

Neutronensterne: Fermi-Energie der Neutronen im Bereich 300 MeV.
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