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Kapitel 1

Einfiihrung in die Stringtheorie

In der Physik kennt man vier grundlegende Kréfte: Elektromagnetismus, Gravita-
tion, schwache und starke Kernkraft. Die Finbeziehung der speziellen Relativitats-
theorie in die Quantenmechanik fithrte zum mathematischen Formalismus der
Quantenfeldtheorie, die Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen als Aus-
tausch von Elementarteilchen erklart. Der Elektromagnetismus, die schwache und
die starke Kernkraft konnen mit Hilfe der Quantenfeldtheorie beschrieben wer-
den. Dabei trat zunachst das Problem auf, dal manche der berechneten Gréfien,
zum Beispiel die Selbstenergie eines Elektrons, ins Unendliche gingen. Feynman
und andere zeigten, dafl in einer eingeschrinkten Klasse von Feldtheorien die-
se unendlichen Groflen nur als Korrekturen (,Renormierungen®) fundamentaler
Parameter auftreten, die beobachtete Elektronenmasse entspricht zum Beispiel
der Summe der ,nackten® Masse des Flektrons und der der elektromagnetischen
Selbstenergie entsprechenden Masse. Der ,nackten® Masse wird ein Wert von
minus Unendlich so zugewiesen, daf} die gemessene Masse einen endlichen Wert
erhélt.

Mit dieser Methode der Renormierung erhdlt man auflerordentlich genaue Vor-
aussagen in der Quantenelektrodynamik, der Quantenfeldtheorie des Elektroma-
gnetismus, zum Beispiel stimmen die ersten elf Stellen des berechneten Wertes des
magnetischen Moments des Elektrons mit dem gemessenen Wert tiberein. Auch
fiir die Quantenfeldtheorien der schwachen Kernkraft und der starken Kernkraft
(Quantenchromodynamik) konnte die Renormierbarkeit bewiesen werden.

Die Gravitation wird ebenfalls erfolgreich durch eine Feldtheorie beschrieben,
durch Einsteins allgemeine Relativitatstheorie. Die Gravitationskraft ergibt sich
aus der Forderung, dafl die Poincarésymmetrie lokal ist. Der metrische Tensor
transformiert in der Spin - 2- Darstellung der Lorentzgruppe, das Gravitations-
feld wird also durch ein masseloses Spin - 2 - Feld beschrieben, das zugehorige
Teilchen wird Graviton genannt. Quantenmechanik und allgemeine Relativitats-
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theorie schlieflen sich jedoch gegenseitig aus, eine renormierbare Quantenfeldtheo-
rie der Gravitation konnte bisher nicht aufgestellt werden.

Eine Idee zur Losung dieses Problems besteht darin, Materieteilchen nicht langer
als punkttérmig anzusehen, sondern als in mindestens einer Raumdimension aus-
gedehnt zu betrachten, diese ausgedehnten Objekte nennt man Strings.

Die folgenden Ausfithrungen basieren auf [3, 13, 15, 22].
Man unterscheidet offene Strings, die zwei Endpunkte haben, und geschlossene
Strings, die topologisch dquivalent einem Kreis St sind.

Strings werden iiblicherweise durch eine Koordinate o parametrisiert, die von 0
bis 7 lauft. Um die Bewegung des Strings zu beschreiben, wird eine zeitartige
Koordinate 7 eingefithrt, 7y charakterisiert den Beginn, 7, das Ende der Bewe-
gung. Der Parameterraum ¥ = [71, 73] x [0, 7] (Rechteckflache) fiir offene Strings
bzw. ¥ = [y, 7] x S! fiir geschlossene Strings wird als Weltfliche des Strings
bezeichnet. Versehen mit der Weltflachenmetrik A3 mit o, 8 = 0,1 kann sie als
Teilmenge des zweidimensionalen Minkowskiraums IR"" aufgefat werden.

Wihrend seiner Bewegung in der zunéchst als D - dimensional angenommenen
Raumzeit fillt der String eine Flache aus, die in Verallgemeinerung der Weltlinie
eines Massenpunktes oft ebenfalls als Weltfliche bezeichnet wird. Mathematisch
wird sie als Abbildung X von der zweidimensionalen Weltfliche ¥ in den D-
dimensionalen Minkowskiraum als Zielraum beschrieben,

XY - RV (1.1)

Y

wird n,, = diag(—1,1,...,1) gewahlt, g, v =0,1,..., D —

Die Punkte im Zielraum haben die Koordinaten X*(7,0), als Zielraummetrik
, 1.

Fiir geschlossene Strings gilt

X104 2r) = X"(1,0) V71 € [11,72], (1.2)

fiir offene Strings miissen an ¢ = 0 und ¢ = 7 Randwerte vorgeschrieben werden.

An eine Wirkung fiir den String fordert man neben der Lorentzkovarianz, dafl die
Physik unabhéngig von der Wahl der Weltflachenkoordinaten ist. Dies erfilllt die
Polyakovwirkung

1
S[X, k] = I V—det hh*P9, X"05 X" n,, dodr, (1.3)
S

wobei a, 3 = 0,1 gilt, dy bzw. d; eine partielle Ableitung nach 7 bzw. o bedeuten
sollen und ﬁ die Spannung des Strings ist.
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Die physikalischen Teilchen lassen sich als Eigenanregungen der Strings auffassen.
Als Bewegungsgleichung kann man in kovarianter Eichung (das heifit, die Welt-
flachenmetrik h,g wird gleich der flachen Metrik (1,5) = diag(—1, 1) gew&hlt)

(02 —92) X* =0 (1.4)

herleiten, die eindimensionale Wellengleichung. Die Lésung kann deshalb in der
Form

XHr,0)=Xp(r —0o)+ X/ (T4 0) (1.5)

dargestellt werden, X}, beschreibt rechtslaufende, X} linkslaufende Terme.

Durch die Polyakovwirkung (1.3) wird ein sogenannter bosonischer String be-
schrieben. Der Grundzustand des bosonischen Strings ist tachyonisch (Zustand
mit negativem Massenquadrat ), was auf eine Instabilitit hindeutet, und die Theo-
rie enthélt keine fermionischen Zustande. Durch Einfiihrung der Supersymmetrie,
einer Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, wird dieses Problem behoben.

Durch die Supersymmetrie werden Teilchen unterschiedlichen Spins, aber gleicher
Masse, in Multipletts angeordnet. Verkniipft werden jeweils Fermionen und Boso-
nen. Mathematisch wird Supersymmetrie durch eine nichttriviale Erweiterung der
Poincaréalgebra um fermionische Generatoren realisiert. Diese dndern den Spin ei-
nes Feldes, auf das sie wirken, und gentigen im Gegensatz zu den Generatoren der
Poincaréalgebra nicht Vertauschungsregeln, sondern Antivertauschungsregeln. Ist
() ein fermionischer Generator, so gelten

{Q. Q7 ~9"Pu, [Q. P] =0, p=0,....3, (1.6)

wobei die P, die Generatoren der Translationsgruppe und v die Dirac - Matrizen
sind.

Eine wiederholte Fermion - Boson - Transformation verschiebt ein Teilchen von
einem Ort zu einem anderen. Eine wiederholte Supersymmetrietransformation
ergibt damit eine Poincarétransformation in der Raumzeit. Da die lokale Poin-
caréinvarianz zur allgemeinen Relativitdtstheorie fiihrt, ist ein Zusammenhang
zwischen Supersymmetrie und Gravitation zu erwarten. Der Superpartner des
Spin - 2 - Gravitons ist ein Fermion mit dem Spin %, dieses Teilchen wird Gravi-
tino genannt.

Erweiterte Supersymmetrietheorien enthalten N Boson - Fermion - Transforma-
tionen, wobei fiir die natiirliche Zahl N 1 < N < 8 gilt. Jede dieser Theorien
kann mit einem Spin-2-Graviton und N Spin—%—Gravitini versehen werden.

Die Dimension des Zielraums ist in allen bekannten konsistenten Stringtheorien
héchstens gleich zehn. In der maximal méglichen Dimension zehn sind die Theo-
rien besonders einfach: In zehn Dimensionen gibt es nur vier konsistente Theorien



geschlossener Strings, den Typ ITA, den Typ IIB und den heterotischen String
mit der Eichgruppe SO(32) oder Fg x Fg. Alle diese Theorien sind Raumzeit -
supersymmetrisch. Wéhrend in den Typ II - Stringtheorien rechts- und linkslau-
fende Weltflachenfermionen existieren, enthalten die heterotischen Stringtheorien
nur in einer Richtung laufende Weltflichenfermionen.

Alle Theorien enthalten einen Skalar ® (das Dilaton), ein Zweiformfeld B, und
ein metrisches Tensorfeld ¢,,, das mit dem Graviton identifiziert wird und bei
niedrigen Energien wie der metrische Tensor der allgemeinen Relativitdtstheorie
koppelt. Das Anregungsspektrum enthélt unendlich viele massive Zustéande, die
in Einheiten der Planckmasse quantisiert sind, aber nur endlich viele masselose.
Die Typ II - Theorien enthalten zwei Gravitini in ihrem Raumzeitspektrum, in
der Typ ITA - Theorie haben diese entgegengesetzte und in der Typ IIB - Theorie
die gleiche Chiralitét.

Wird die charakteristische Skala der Stringtheorie etwa gleich der Planckmas-
se gewdhlt, so ergeben sich als klassische Feldgleichungen die Einsteingleichun-
gen mit Korrekturtermen, es kénnen Quantenkorrekturen zur allgemeinen Rela-
tivitatstheorie berechnet werden. Der Niederenergielimes der Stringtheorie ist die
Quantenfeldtheorie.

Die Streuamplituden A wechselwirkender Strings kann man durch Summation
iiber die Topologien der Weltflache bestimmen, man erhilt die formale Potenz-
reihe

A=) g A, (1.7)
n=0

dabei sind ¢, die dimensionslose Stringkopplungskonstante, A" die Streuam-
plitude auf einer Riemannfliche vom Geschlecht n und x,, die Eulerzahl dieser
Flache, x,, = 2(1 — n). Eine Stérungsentwicklung ist damit fir g, < 1 moglich.

Alle supersymmetrischen Stringtheorien beschreiben die Raumzeit mit bis zu zehn
Dimensionen. Direkt beobachtbar sind jedoch nur drei Raum- und eine Zeitdi-
mension. Dies wird dadurch erkléart, dafl die zusdtzlichen Dimensionen ,,ganz klein
aufgerollt® sind, so daf sie bisher nicht experimentell aufgelést werden kénnen.

Realistische zehndimensionale Theorien haben deshalb einen Grundzustand der
Form M4 x K, wobei M, die vierdimensionale Minkowski - Raumzeit und K eine
kompakte sechsdimensionale Raumzeit bezeichnen.

Wenn die Struktur von K durch die (nichtlinearen) Gleichungen, denen das Gra-
vitationsfeld geniigt (im einfachsten Fall sind dies die Vakuum - Einsteinglei-
chungen), vollstandig bestimmt ist, konnen keine Fluktuationen auftreten. Wenn
aber die Struktur von K nicht eindeutig bestimmt ist, sondern K einer kontinu-
ierlichen Familie angehort, so sind Freiheitsgrade (,Moduli“) vorhanden, die in
der vierdimensionalen Theorie als masselose Spin - 0 - Teilchen auftreten, weil
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die Moduli dann auch als langsam verdnderliche Funktionen der Koordinaten des
vierdimensionalen Minkowskiraums betrachtet werden kénnen und deshalb wie
die Goldstone - Bosonen spontan gebrochener globaler Symmetrien als masselose
Felder wahrgenommen werden.

Zur Bestimmung des Spektrums der vierdimensionalen Theorie bestimmt man
die Bewegungsgleichungen kleiner Fluktuationen um den Grundzustand bis zur
linearen Ordnung.

In der folgenden Darstellung konzentriere ich mich auf Typ - IT - Stringtheorien.
Die in dieser Arbeit durchzufithrenden Rechnungen wéaren auch fiir heterotische
Strings interessant, sind aber fiir den Typ - II - String einfacher und stellen sich
dennoch als hinreichend kompliziert heraus.

Die einzige bekannte Moglichkeit, die Existenz masseloser geladener Skalarfelder
zu erkléren, ist die Annahme, dafl die vierdimensionale Raumzeit supersymme-
trisch ist.Damit die vierdimensionale Theorie wenigstens N = 1 supersymme-
trisch ist (Raum - Zeit - Supersymmetrie), muf} die sechsdimensionale Mannig-
faltigkeit X' SU(3)-Holonomie (siehe Anhang B.7) haben. SU(3)-Holonomie im-
pliziert, dafl die Metrik auf K Ricci - flach ist (der Ricci - Tensor verschwindet
identisch, zu dessen Definition siche Anhang A) und eine Kéhlermetrik ist (siehe
Anhang B.4). Eine Ricci - flache Kéhlermannigfaltigkeit wird als Calabi - Yau -
Mannigfaltigkeit bezeichnet (siehe Anhang B.7).

Komplex eindimensionale Calabi - Yau - Mannigfaltigkeiten sind topologisch dqui-
valent einem Torus 7', die komplex zweidimensionalen Calabi - Yau - Mannigfal-
tigkeiten sind alle topologisch dquivalent einem Torus 7T oder der K3 - Fliche,
in der komplexen Dimension drei gibt es zahlreiche verschiedene.

Ist die Holonomiegruppe von K genau SU(3), so ist K eine dreidimensionale
Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit C'Ys, es liegt (bei Typ - II - Theorien) N = 2
- Supersymmetrie vor. Hat K die Holonomiegruppe SU(2), dies entspricht dem
Produkt der (komplex) zweidimensionalen K3 - Fliche mit einem Torus T2, so
erhédlt man eine N = 4 - Supersymmetrie.

Die Massenskala der massiven Zustinde des Teilchenspektrums der Stringtheo-
rien ist von der Gréflenordnung der Planckmasse, die massiven Moden kénnen
deshalb experimentell nicht angeregt werden. Bei niedrigen FEnergien kann man
demzufolge die Stringtheorie als effektive Quantenfeldtheorie der masselosen An-
regungen beschreiben, die als Potenzreihe in der Zahl der Schleifen der massiven
Moden aufgefafit werden kann.

Die exakte effektive Wirkung fiir die masselosen Felder ist kompliziert, brauchbare
Formeln kann man aber durch Entwicklung nach der Anzahl der Raum - Zeit -
Ableitungen erhalten, weil jede solche Ableitung einen Faktor 37— zur Wirkung
beitragt, wobei Mp; dle Planckmasse und £ die Charakterlstlsche Energieskala
einer Wechselwirkung ist.



Terme bis zu zwei Raum - Zeit - Ableitungen sind durch Symmetrien wie die
Forderung nach ungebrochener N = 2 - Supersymmetrie in der vierdimensionalen
Minkowski - Raumzeit oft so stark eingeschrankt, dafl eine niederenergetische
effektive Wirkung berechnet werden kann.

Diese Wirkungen enthalten stets einen Term proportional der Einstein - Hilbert

- Wirkung
Sk :/ V —g1oRlod10X, (18)
M

wobei ¢g19 die Determinante der Metrik und Rjo die skalare Kriimmung (siehe
Anhang A) in zehn Dimensionen sind.

Durch Integration iiber die kompakte Mannigfaltigkeit K erhélt man dann eine
dimensional reduzierte niederenergetische effektive Wirkung in vier Dimensionen.

Im folgenden Kapitel wird das Verfahren der Kompaktifizierung auf einer Calabi -
Yau - Mannigfaltigkeit am Beispiel von (1.8) vorgestellt. Ziel dieser Arbeit ist die
Kompaktifizierung des in der Typ - IIA - Theorie auftretenden Terms BA X5 (zur
Definition sieche Abschnitt 3.1) auf einer allgemeinen Calabi - Yau - Mannigfal-
tigkeit C'Ys, dies erfolgt im dritten Kapitel. Entwickelt wird dabei bis zu Termen
mit zwei Raum - Zeit - Ableitungen und bis zur zweiten Ordnung in den Modu-
lifeldern. An eine Zusammenfassung schliefit sich dann ein Anhang an, in dem
die hier benutzten Konventionen aus der allgemeinen Relativitétstheorie zusam-
mengefaBt sind. Im folgenden Anhang sind Grundlagen der Differentialgeometrie
zusammengestellt. Drei weitere Anhénge enthalten die Details der Rechnungen
der Kapitel zwei und drei.



Kapitel 2

Calabi - Yau - Kompaktifizierung
von Stringtheorien

Wenn nicht anders angegeben, folge ich in diesem Kapitel der Darstellung in [13].
Betrachtet wird nun eine zehndimensionale Minkowskiraumzeit der Form M?* x
C'Ys, wobei M* der vierdimensionale Minkowskiraum und C'Y; eine (komplex)
dreidimensionale Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit sind.

Lateinische Grofbuchstaben A, B,..., M, N = 1,...,10 bezeichnen im folgenden
die zehndimensionalen Indizes, griechische Buchstaben A, y, v =1, ... 4 die Indi-
zes des vierdimensionalen Minkowskiraums und lateinische Kleinbuchstaben mit
HSHut* a, ?), sty ],...=5,...,10 Calabi-Yau-Indizes, gequerte und ungequerte
lateinische Kleinbuchstaben deren Aufspaltung beziiglich komplexer Koordina-
ten. Die Koordinaten von M* werden mit a* bezeichnet, ¢ = 1,...,4, die Koor-
dinaten von C'Y; mit y*, i = 5,...,10, die zehndimensionalen Koordinaten durch

XM M =1,...,10.

Der metrische Tensor gy n spaltet auf in den vierdimensionalen metrischen Tensor
Guv, Spin - 1 - Felder g, ; und Spin - 0 - Felder g,5,,. Man kann zeigen, daf} diese Fel-
der genau dann masselose Anregungen in vier Dimensionen haben, wenn ihr Cala-
bi- Yau - Anteil (die Felder werden in eine Summe iiber Funktionen abhéngig von
den vierdimensionalen Koordinaten multipliziert mit einer vollstdndigen Menge
von Funktionen der Koordinaten der Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit entwickelt)
in harmonische Differentialformen (sieche Anhang B.4, Gleichung (B.34)) auf der
Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit entwickelt werden kann.

Die Anzahl der harmonischen Differentialformen vom Grad (p,q) ist durch die
Hodgezahl h¢iy, gegeben (siehe Anhdnge B.5, B.7). Da h%g/g = 1 ist (siehe (B.80)),

gibt es nur eine masselose Anregung des Typs g,,(z"), das masselose Graviton.

hég/g verschwindet (siehe (B.80)), masselose Eichbosonen als masselose Moden
der gemischten Komponenten g ; des metrischen Tensors treten bei SU(3) - Ho-
lonomie also nicht auf.
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Im folgenden sollen die masselosen Moden des metrischen Tensors g;: von C'Y3
bestimmt werden. Jede Metrikdeformation g;; — g;;+6g;;, die die SU(3) - Holo-
nomie erhélt,entspricht einer masselosen Mode der Vakuum - Einsteingleichungen
und damit einem masselosen Teilchen in der vierdimensionalen Raumzeit.

Die Metrik g;; geniige den Vakuum - Einsteingleichungen

Ri;(9i3) = 0. (2.1)
Entwickelt man

g = g5+ hy; (2.2)
um eine Ricci - flache Hintergrundmetrik g% mit der Deformation f;;, so folgt

mit der Eichbedingung

i LG
9" Dihi; = 59" Dshy; (2.3)
durch Linearisierung daraus die Lichnerowicz-Gleichung
R I7 08
0= §D thm]; — gO RO m];ihfg (24)

(die Herleitung findet sich im Anhang C.1).
= bedeutet dabei Gleichheit bis auf Terme héherer Ordnung.

Aufgrund der Eigenschaften einer Kéhlermetrik geniigen die Deformationen mit
gemischten holomorphen und antiholomorphen Indizes (A;;) und diejenigen mit
reinen Indizes (hij, hi;) dieser Gleichung jeweils separat (siehe (C.18), (C.19)).
Die Metrikdeformationen mit gemischten Indizes entsprechen den harmonischen
(1,1) - Formen, die mit reinen Indizes lassen sich eineindeutig den harmonischen
(2,1) - Formen der Mannigfaltigkeit zuordnen (vergleiche Anhang C.2).

Die indquivalenten harmonischen Deformationen der Calabi - Yau - Mannigfal-
tigkeit entsprechen also masselosen Skalarfeldern. Man entwickelt folglich

g5 = N, A=1,.. bk (2.5)
95 = g%-l—ﬁa(x)wg(y), a= 1,...,/%)1/3, (2.6)
g = P enE(y), A=1,.. hEE, (2.7)

wobei w?(y) harmonische (1,1) - Formen und XA(y) harmonischen (1,2) - Formen

iJ ’ i
zugeordnet sind. hlml/3 und hlmz/3 sind dabei die Hodgezahlen der Calabi - Yau -
Mannigfaltigkeit (siehe Anhang B.5 und Anhang B.7), 0%(z),a=1,..., hlml/3 und
ZA(:L'), A=1,..., hlmz/3 sind die skalaren Moduli.

Nun soll (1.8) kompaktifiziert werden. Dazu wird die zehndimensionale Metrik
gun zerlegt in den vierdimensionalen Raumzeitanteil und einen sechsdimensio-
nalen Calabi - Yau - Anteil g;-,

gun (2, y)) = ( gﬁz)(x) 0 > . (2.8)

g;; (2, y)
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Der zehndimensionale Ricciskalar Rig wird dadurch zerlegt in

Rio= R4 + QQMUR]; i

ukv

+ 29" RN (2.9)
(siehe Gleichung E.2), wobei R4 der Ricciskalar der vierdimensionalen Raumzeit

und R}'}MN der Riemanntensor sind.

Die Calabi - Yau - Metrik g;; wird geméf (2.5) - (2.7) um eine Calabi - Yau -

Hintergrundmetrik g% entwickelt. Durch Vernachlassigung héherer Potenzen von

w? und ZA(:L') erhilt man (siehe Anhang E)

1 1 m A
Rio = Ri— 5" g™ wlw (0,6% (2)) 9,0%(2)

3 . oif oik A, A, A, ,
-|-29“ """ g% XS X,é <6M2A (:L')) &,ZA (z)
guugowgolkwalw@ <ayﬁa1 (l‘)) aﬂf)aQ(x) (2‘10)

Fiir die Determinante g1 der zehndimensionalen Metrik gilt

g10 = ga * 9, (2.11)

wobei g4 die Determinante der vierdimensionalen Metrik und ¢¢ diejenige der

Calabi - Yau -Metrik sind.
Durch Definition der Metriken

1 gil gmk G olk
Ga,a, = _/ <2g0 go ?111 w2 _I_gngO walw )\/g 6d6y,

CYs
(2.12)
3 ik ojk
GaA, = /290 Ay, (2.13)
CYs

erhilt man aus (1.8) unter Verwendung von (2.10) und (2.11)

Sp = / vV —91OR1od10X

MExCY3
- / V=groRa()d°X
MExCY3

T / V=30 (Gara, (0,69 () 8,0 (x)

+GA A, (aﬂgAl(xD ayzA2(x)aM@ae(x)> dr,  (2.14)
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die Metrik G auf dem Moduliraum spaltet auf gemaf

. Gala2 0

der Calabi - Yau - Moduliraum bildet ein direktes Produkt.
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Kapitel 3

Kompaktifizierung von B A Xg auf
C'Y3

3.1 Einleitung

In der Typ ITA - Stringtheorie tritt in zehn Dimensionen in der ersten Schleifen-
ordnung der Streuamplitude ein Wechselwirkungsterm der Form

05 = — / B A Xs(R) (3.1)
M*xCYs
auf, wobei B die im Spektrum der Theorie vorkommende Zweiform und Xs(R)

eine Achtform, konstruiert als Polynom vierten Grades in der Kriimmung sind

[26, 27],

Xs(R) = ﬁ (uR‘* - i (trR2)2> : (3.2)

B A Xg(R) wird mit dem zehndimensionalen Epsilontensor €19 kontrahiert, es gilt

[14, 20]

BANXs = —gioc10BXs

1 1
= @ _910610B <trR4 — 1 <trR2>2>
1
= Vg A0 B, (RA3A4ABRA5A6CARA7A8BDRA9A10DO
1
—ZRA3A4ABRA5A6BARA7A8ODRAgAmDC) . (3.3)

Dieser Term soll in der vorliegenden Arbeit auf einer dreidimensionalen Calabi -
Yau - Mannigfaltigkeit kompaktifiziert werden, wobei nur Terme bis zu zwei Raum
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- Zeit - Ableitungen berticksichtigt werden sollen und bis zur zweiten Ordnung in
den Modulifeldern entwickelt wird.

3.2 Kompaktifizierung auf CYsj.

Die zehndimensionale Metrik wird geméaf (2.8) aufgespalten, die Calabi - Yau
- Metrik wird gemaf (2.5) bis (2.7) um eine Calabi - Yau - Hintergrundmetrik
entwickelt.

Die Einzelheiten der Rechnung finden sich in Anhang D, als Ergebnis erhdlt man
. 1 wvpo ijk _Imn
c0BXgs = EBM,G e%e
bk1 o] 1 2 pia ] 2
99" (X,f] o <6UZA ($)> <9pZA (l‘))
b (0,07 () (0,0°(2) )
(R?lcaR]mb Rkndc - _R?lbaR?mc Rkndc>

—I—gobkl goal}g |:

el
@ () D+ (i) Do)
(a,ﬁxm ) o + (ak2xﬁl)aaxﬁf>
(021 0-2)0.4)

+ (92 (2)

( ) 0,5 (a
<8pzA 8 2A2
(8,67 (x)) D,

:| ]mb kndc
I by ock
4o go 2 o 1 {

0,0

(8,54 (@) Dn6(a >( (9 2) Dyt + (902 Dyt
—2 <8,;1 X{é1> Dkajf>
(0,52 0) 0,6 ) (o) D+ (0l) Dl
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- (apzw) o) ( (o) ot + () o

aka2l>
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(8 val )801)&2 (x ( < awa1> Dklw?f + <de > Dy, w? 2
i) D

bst)

ol ot ook {

0 ap0 d
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4
(9,5%(@)) 0,6% (@) (912" ) Do
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Durch Definition von

GA1A2 = / \/.Eeijkelmn<

CYs

oa Xklj

gobklgoo] Ay (R?lcaR?mbngndc_ SRy R, dRzndc>

9 ilb Jjme
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erhilt man aus (3.1) und (3.4)

1
0SS = — / EBMGM/)U /—_g4<

M4

Ciaya, (apzAl(x)> <802A2(:1;)> + Glaray (0,67 () (0,07 ()

(
HCaa, <8,)ZA1(:1:)> 0,6%(2) + Gy a, <802A2(:1;)> apf)al(x)>d4x.
(3.9)

Im Gegensatz zur Kompaktifizierung des R-Terms in Kapitel zwei treten hier auch
Ableitungen der harmonischen Formen auf, und der Calabi - Yau - Moduliraum
faktorisiert nicht in ein direktes Produkt, (3.7) und (3.8) mischen die (1,1) und die
(1,2) - Formen. Dies steht im Widerspruch zur N = 2-Supersymmetrie, die eine
Faktorisierung verlangt [9, 22, 25, 29]. Dies kann bedeuten, daf} entweder neben
(3.1) weitere Korrekturen der Wirkung beriicksichtigt werden miifiten, oder (3.7)
und (3.8) durch geschickte Umformungen zum Verschwinden gebracht werden
kénnen.

Es ist mir jedoch nicht gelungen, die Ausdriicke durch Techniken wie partielle
Integration, die Ausnutzung der Eigenschaften von Calabi - Yau - Mannigfaltig-
keiten und der Identitaten des Riemanntensors oder der Eigenschaften der harmo-
nischen Formen (siehe Anhang C.3) zu vereinfachen. Es gibt auch keinen Grund
anzunehmen, daf§ die harmonischen Formen kovariant konstant sein kénnten [7],
und fiir die K3-Flache weil man auch, daf sie es nicht sind [21].

Um die Konsistenz dieses Ergebnisses zu priifen, wird nun der Spezialfall einer
K3 x T?* - Mannigfaltigkeit betrachtet. Da er in der Typ - II - Stringtheorie zu
einer N = 4 - Supersymmetrie fithrt und bekannt ist, daf§ die kinetischen Terme
der Modulifelder keine Quantenkorrekturen erfahren, ist zu erwarten, dafl der
Korrekturterm verschwindet[12, 18].

3.3 K3 xT?

Betrachtet werde nun der Spezialfall, daf} die dreidimensionale Calabi - Yau Man-
nigfaltigkeit gleich K3 x T? ist. Die Metrik spaltet in diesem Fall gemaf

o) 0 0
gMN((xvyvz)) = 0 ngKéK (%?J) 0
0 0 ngTéT (x,2)

(3.10)
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auf, die K3- und T*- Metriken werden gemif

Iy i (@ be) = gors (Wer) + 003 5 (20 0e) (3.11)
ggTéT (wp’zéT) = gngST (ZCT) + 5ga bT( pvzéT) (3.12)

um Calabi - Yau - Hintergrundmetriken ¢ auf einer K3-Fliche bzw. ¢"7 auf
einem Torus T? entwickelt. Die Aufspaltung der Calabi-Yau-Indizes in K3- und
T*Indizes wird durch tiefgestellte K und T erreicht, die K 3-Indizes laufen hier
von 5 bis 8, die T?-Indizes von 9 bis 10. Die Koordinaten auf der K3-Fliche

werden mit y und diejenigen auf dem Torus mit z bezeichnet.

Aus (D.3) bis (D.7) folgt: Christoffelsymbole, die sowohl einen K'3- als auch einen
T?-Index haben, verschwinden.

Aus (D.9) bis (D.19) folgt damit: Komponenten des Kriimmungstensors R mit
einem oder zwei Raumzeitindizes und gemischten K3- und 7% Indizes verschwin-
den, ebenso die Komponenten von R® mit gemischten K3- und 7% Indizes.
AufBlerdem verschwinden die Komponenten des Kriitmmungstensors des Torus.

Damit ergibt sich aus (D.62)
6610BX8 = Buyeﬂypgejlx’kh’eml(ﬁl\"

0 a RO a RO d R0 c
(RPUU« < QRZTZTC R]]\mI\ R krxngd —I_ RZTlTb R]I\mI\ Rk}\"ﬁlx’d >

+4 (Rpiga Botp” + Borpa Boine®) B R, ‘

Jrmb “Tkrnd

b ¢ _ b . _ ocp o~ 0 @RV d
+2 <RPiTa Rcrle + RcrlTa R/MTd ZR/”TG RUle )R]I\mI\ RkKﬁKb
b a PO d 0 c
_QRNT@ RUlTb R]I\mI\ RkKﬁKd )

— _9B GMVPUGJI(kI(GmI(ﬁKR .
Ly

ar 0 d]( 0 Ci
pirar R

olpby JRMECK kxagdrg

(3.13)

br R

mit (D.68) folgt unter Berticksichtigung von (B.78) (es existieren bis auf Vielfache
nur eine (1,1)-Form und keine (2,1)-Formen und demzufolge keine y)

1 . T 17 1 brk ark
GIOBXS = __Bp,l/ 6%“’/)0 6]]\' kK emI\' nK Zgo TR go ThT
~ A _ _ _ 0 d]r' 0 Ci
- (apv(x)) agv(x) <DakaT1 iT> DkTQ walT:| R]I\mI\ cx Rk}(ﬁf(df( ’
= 0, (3.14)

die rechte Seite verschwindet, weil in der eckigen Klammer ein in p und o sym-
metrischer Ausdruck steht, der mit dem Epsilontensor kontrahiert wird. Dieses
Ergebnis bestatigt die Konsistenz der Rechnungen.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Korrektur der Einstein - Hilbert - Wir-
kung, ein Krimmungsterm héherer Ordnung, der in der Typ - IIA - Stringtheorie
auftritt, kompaktifiziert. Es zeigte sich, dafl im Gegensatz zur Kompaktifizie-
rung des Ricciskalars hier auch gemischte Produkte der harmonischen (1, 1)- und
(1,2)-Formen auftreten, die aufgrund der aus der N = 2-Supersymmetrie folgen-
den Faktorisierung des Calabi - Yau - Moduliraumes verschwinden sollten, aber
nicht zum Verschwinden gebracht werden konnten.

Eine Ursache dafiir kénnte sein, dafi weitere Korrekturen der Wirkung bertick-
sichtigt werden miissen. Eine weitere mogliche Ursache ist, dafl Ricci - flache
Hintergriinde und damit Calabi - Yau - Mannigfaltigkeiten nur ndherungsweise
Losungen der Bewegungsgleichungen sind. Nichtstorungstheoretische Rechnungen
kénnten das Ergebnis modifizieren.
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Anhang A

Zusammenstellung der in der
allgemeinen Relativititstheorie

verwendeten Konventionen

Mit der symmetrischen Metrik gy und grrg™™ := 6¥ sind die Christoffelsym-

bole definiert durch
NSV %QKN (Orgnm + Onmgne — Ongrm) -
Fiir den Riemanntensor gilt
RY pyn = Oul Ly — OnTEa + TinT e — Tl B
Fiir den Riccitensor ergibt sich

M
Rrr =R kmr.

der Ricciskalar oder Kriitmmungsskalar schlieflich ist definiert durch

R=g¢""Rgr.
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Anhang B

Grundlagen der
Differentialgeometrie

In diesem Anhang sind grundlegende Begriffe und Zusammenhénge der Differen-
tialgeometrie zusammengestellt. Ich habe dabei auf die Darstellungen in [1, 4, 5,

10, 13, 15, 16, 19, 20, 23] zuriickgegriffen.

B.1 Topologische Raume und Mannigfaltigkei-
ten

Sei X eine beliebige Menge. Ein System S von Teilmengen von X, das den Be-
dingungen

a) hes,

b) mit Oy € 5,02 € Sist O, N Oz € 5,

c¢) die Vereinigung U,O, beliebig vieler Mengen O, € S gehort zu S

gentigt, heiflt eine Topologie tiber X. Sie charakterisiert Lagebeziehungen der
Elementein X. Z = (X, 9) heifit topologischer Raum. Die Elemente von S heifien
S-offene Mengen von X beziehungsweise offene Mengen von 7.

Ein System B von offenen Mengen des topologischen Raumes Z heifit eine Ba-
sis von Z oder Basis der Topologie von 7, wenn jede offene Menge aus 7 als
Vereinigung von Mengen aus B darstellbar ist.

Seien (X,S5), (Y,T) topologische Raume. Eine Abbildung f : (X,S5) — (Y,T)
heifit in einem Punkt « € X mit dem Bild y = f(x) (lokal) stetig, wenn es zu

22



jeder Umgebung V(y) C T von y eine Umgebung U(x) C S von x gibt, fiir die
F(U(x)) € V(y) gilt. f heifit in (X, 5) (global) stetig, wenn f in jedem Punkt
x € X stetig ist.

Eine stetige Abbildung f : (X,5) — (Y, T) heifit topologisch oder Homdomor-

phismus, wenn es eine stetige Umkehrabbildung

g:(Y,T)— (X,9) (B.1)

gibt mit ¢f = fg =id.

(X, 5) und (Y, T) heilen hombomorph, wenn es eine topologische Abbildung

f:(X,9) = (Y,T) (B.2)

gibt.

Ein n-dimensionaler topologischer Raum M heifit n-dimensionale Mannigfaltig-
keit, wenn er

e n-dimensional lokal euklidisch ist (das heifit, jeder Punkt @ € M besitzt
eine offene Umgebung U, die zu einer offenen Teilmenge V' des euklidischen
IR" homéomorph ist, h : U — V heifit Kartenabbildung, (U, k) Karte oder
lokales Koordinatensystem von M um x, xj, := h(x) lokale Koordinate des
Punktes x in der Karte (U, k), h~' : V — U lokale Parametrisierung von M
um z, eine Menge von Karten von M heifit Atlas, wenn ihre Kartengebiete

M tiberdecken),

e das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt ist (das heifit, zu je zwei Punkten
z,y € M mit @ # y gibt es stets fremde Umgebungen U(x) und V(y),
Ulz)NV(y) =0),

e cine abzdhlbare Basis fiir seine Topologie besitzt.

Sind (Uy, k1, V1), (Ua, he, V2) Karten von M, so erhdlt man auf dem Durchschnitt
U; N Uy zwei Karten durch Einschriankung, die sich um eine Koordinatentrans-
formation (Kartenwechsel)

hghl_l . hl(Ul N UQ) — h2(U1 N UQ) (Bg)

unterscheiden (Homoomorphismus zwischen offenen Teilmengen des IR"™). Sind

hohi" und hihy" C*-Abbildungen, so heifien (Uy, hy, V1), (Us, by, Vo) C*-verbunden.

Sind je zwei Karten eines Atlas C*-verbunden, so heiBt er ein C'*-Atlas.
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Ist A ein differenzierbarer Atlas von M, so bildet die Gesamtheit der Karten von
M, die mit Karten von A differenzierbar verbunden sind, einen differenzierba-
ren Atlas D(A) (eindeutig bestimmter maximaler differenzierbarer Atlas, der A
enthalt).

Fine differenzierbare Struktur auf M ist ein maximaler differenzierbarer Atlas D
auf M. (M, D) heiit n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten. f : M — N heifit differenzier-
bar in @ € M, wenn f in x stetig ist und fiir eine (also jede) Karte (U, h,U’)
um x, (V,k, V') um f(z) kfh~' in h(z) differenzierbar ist, f heifit differenzier-
bar, wenn f in jedem Punkt von M differenzierbar ist. Eine differenzierbare
Abbildung f : M — N heifit Diffeomorphismus, falls es eine differenzierbare
Umkehrabbildung gibt. M, N heiflen diffeomorph, wenn es einen Diffeomorphis-
mus f : M — N gibt. Zwei differenzierbare Strukturen Dy, D, heiflen gleich,
wenn (M, D) und (M, Dy) diffeomorph sind. Werden nur Kartenwechsel mit
eingeschrankten Eigenschaften zugelassen, so lassen sich weitere Strukturen auf
Mannigfaltigkeiten definieren, z. B. komplexe Mannigfaltigkeiten durch komplex-
differenzierbare Kartenwechsel. Eine komplex 1-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit heifit Riemannsche Flache.

Zwei differenzierbare Atlanten von M heiflen dquivalent, falls sie den gleichen
maximalen Atlas besitzen. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Vereinigung
wieder ein Atlas von M ist.

Seien z, = (2',...,2") und x, = (2,...,2™) lokale Koordinaten von z € M
mit den Karten (U, ¢) und (V,¢). M heifit orientierbar, falls ein dquivalenter
Atlas A von M existiert, so daf alle Funktionaldeterminanten

oz, ... ™)

1
dxl,. .. an

J(24) = (z9) (B.4)
fiir alle Kartenpunkte x4 von A und alle Kartentransformationen positiv sind. A
heifit dann orientierter Atlas, (M, A) orientierte Mannigfaltigkeit.

Analog zu n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten definiert man Mannigfaltigkeiten
mit Rand. Hier fordert man jedoch, da sich die Kartenbilder Uy als Durch-
schnitt zwischen einer offenen Menge des IR" und dem abgeschlossenen Halbraum
HIR™ = {(z',...,2") € IR" : o' <0} darstellen lassen. x € M heiBt Randpunkt,
wenn x, Randpunkt von HIR" ist, also l’(lb = 0. Jede Mannigfaltigkeit ist eine
Mannigfaltigkeit mit (leerem) Rand. Ist M orientiert beziiglich des Atlas A mit
den Kartenbildern Uy, so erzeugt A einen Atlas Ay des Randes M mit den
Kartenbildern

V, =0Us; NO(HIR"), (B.5)
OM heifit dann korientorientierte (n — 1)-dimensionale Randmannigfaltigkeit.
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B.2 Differentialformen

Ein Tangentenvektor an M im Punkt x ist die Gesamtheit aller Kurven y = y(t)
durch z, die in einer festen Karte (U, ¢) zu « den gleichen Tangentenvektor v, im
Kartenpunkt x, besitzen (y4(0) = x4, vy = 94(0) heifit Reprasentant des Tangen-
tenvektors v beziiglich der Karte (U, ¢) ). Besitzt y, in 2, den Tangentenvektor
(ej)g:=1(0,...,0,1,0,...,0), so ist (¢;), Reprasentant von e;.

Die Gesamtheit aller Tangentenvektoren von M im Punkt x bildet den (linea-
ren) n-dimensionalen Tangentialrtaum 7T'M,. Die Vektoren ey, ..., e, bilden die
natiirliche Basis von T'M,, beziiglich der Karte (U, ¢), fiir v € TM,, gilt v = ve;.
Die Komponenten v’ von v bilden einen kontravarianten Tensor im Punkt z, d.h.,
wenn (U, ¢) und (V, 1) zwei Karten zur Beschreibung des Punktes x sind und die

lokalen Koordinaten die Form x4, = (2',...,2") und x, = (2",...,2") haben,
so gilt
- 0a%(zy) 4
U/] = WP . (B6)

Die Basisvektoren e; transformieren sich unter einem Kartenwechsel wie ein ko-
varianter Tensor:
Oz (x
e = (24) €;. (B.7)

J 6:1;’]'

Da fiir partielle Ableitungen gilt

_af _of ox’ _ %
 9xt Oxt oz Oxl

oif' dif, (B.8)

kann fiir €; die formale Bezeichnung 0; eingefiihrt werden, in diesem Sinn identi-
fiziert man Tangentenvektoren mit linearen Differentialoperatoren.

Den Dualraum des Tangentialraums 7'M, einer Mannigfaltigkeit M im Punkt x
bezeichnet man als Kotangentialraum T M. Sei (U, ¢) eine feste Karte fiir den
Punkt = von M. Fiir alle Tangentenvektoren v = v’¢; im Punkt x wird definiert
dz’(v) =v’,j =1,...,n (Basiskotangentenvektoren). Fiir w € T'M* folgt damit
w = w;dz? mit w; = w(e;).

Ein Tensor A vom Typ (p, ¢) im Punkt @ € M ist eine multilineare Abbildung

A:TM, x...xTM; — IR, (B.9)
wobei T'M, p-fach und T'M} ¢-fach auftreten. Also gilt: Jeder Tangentenvektor
ist Tensor vom Typ (1,0), jeder Kotangentenvektor ist Tensor vom Typ (0,1). Sei
(U, ¢) Karte fiir « € M, {eq,...,e,} bzw. {dz',... dz"} die natiirlichen Basen
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im Tangentialraum T'M, bzw. im Kotangentialraum T M beziiglich (U, ¢). Fiir
einen Tensor A vom Typ (p,¢q) im Punkt a gilt dann

1, tp,. e i Cdpda) — gyt pog,y.  Ad1da
A" e, .. 0" vy datt L g datt) = v 0T L Ay (B.10)

mit den Komponenten

AT A(eil,...,eip,d:zjjl,...,dqu), (B.11)

212

die sich bei Kartenwechsel wie ein ¢-fach kontravarianter und p-fach kovarianter
Tensor transformieren. Es gilt

A = AJ1 Jquh ® . dwip We; ... Q0 €jq- (B'12)

11...1p

Ist A = A(x) eine Abbildung, die jedem x € M einen Tensor A(x) vom Typ

(p, q) zuordnet, dessen Komponenten A]1 ]q C*-Funktionen sind, so heifft A C*-
Tensorfeld vom Typ (p, ¢) der Manmgfaltlgkelt M. Ein schlefsymmetrlscher Ten-
sor vom Typ (p,0) wird als alternierende Differentialform vom Grade p (kurz:
p-Form) bezeichnet. Ist w p-Form und 6 ¢-Form, so wird die (p + ¢)-Form w A 6
durch

(ma)(al,...,aw):; > (signIDU[w(ar, ... ap)0(aps1,. ., dpyg)]
(B.13)

definiert, diese alternierende Multiplikation ist assoziativ und distributiv, es gilt
wAO=(=1)""0 N w. (B.14)

Ist dz', ..., dz™ die natiirliche Basis von T'M* beziiglich der Karte (U, ¢) fiir den
Punkt = € M, dann 148t sich jede p-Form w in = eindeutig darstellen als

1 . .
W= —a; g, de"" NN d2', (B.15)
p

wobei a;, . ;, schiefsymmetrisch beziiglich aller Indizes ist und sich bei Karten-

wechsel wie ein p-fach kovarianter Tensor transformiert.

B.3 Alternierende Differentiation, Integration von
Differentialformen

Seien M und N Mannigfaltigkeiten. f : M — N heifit glatt, falls fiir alle z € M
und f(x) € N Karten (U, ¢) von M und (V,¢) von N existieren, so dafl die
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durch f in den Karten induzierte Abbildung f,, = ¢ f¢~" partielle Ableitungen
beliebiger Ordnung besitzt.

Ist f: M — N glatt, so existiert fiir alle x € M die Tangentialabbildung

Tof : TMy; — TNy : (B.16)

Ist y = y(t) Kurve auf M durch 2 mit dem Tangentialvektor v, dann ist z =
fly(?)) Kurve auf N mit dem Tangentialvektor w im Punkt f(z), (Tf)v := w.

Ein p-Formenfeld der Glattheit C* auf M (p-C*-Form) ist eine Abbildung
w=w(x) =:w,, die jedem & € M eine p-Form w(x) zuordnet, wobei die Kom-
ponenten von w ein schiefsymmetrisches, p-fach kovariantes C'*-Tensorfeld auf M

bilden.

Zu jedem p > 0 gibt es eine eindeutig bestimmte Operation ,d“ (,alternierende
Differentiation®), die jede p-C*-Form w auf M (k > 2) in eine (p+1) — C*~1-Form
dw auf M tberfithrt und die Eigenschaften hat:

o Ist f eine 0-Form, dann gilt df =T f, d.h. df, =T, f Ve € M.
e Sind w und @ p-Formen, so gilt d(w + 8) = dw + df.
e Ist w p-Form und 6 ¢-Form, dann gilt d(w A 0) = dw A 0 + (—=1)Pw A df.

e d(dw)=0.

Ist (U, ¢) Karte zu @ € M, so gilt fiir eine p-Form w auf M in & mit p > 1

1 . ,
Wy = —ag.q(re)dxt AL A dx'?, (B.17)
p
1 . .
dw, = —da; ;,dz" N.. N\dx'" (B.18)
p
mit
dailmip = @ailmip(:z;(b)dxj. (Blg)

Fiir p=0 ist w reelle Funktion auf M, es gilt dw, = d;a(xy)dz’ mit a(zy) = w,.

Sei M eine n-dimensionale reelle kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, © eine
stetige n-Form. Da M kompakt ist, existieren aus dem zugehérigen orientierten

Atlas endlich viele Karten (Uj, ¢;),7 = 1,...,.J,s0 dafl M C U;‘]:1 U;.
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J
Sei {f;} eine Zerlegung der 1: > f;(x) = 1Ve € M mit f; : M — IR stetig,
7=1

f; = 0 auflerhalb einer kompakten Teilmenge von U;, 0 < fij(z) < 1Vx € M.
Dann wird das Integral [ © definiert durch
M

[o=3 [1e (B.20)

M =1,
wobel
/ij) = / a(xg,)da' ... dz", (B.21)
U; ¢;(Uj)

wenn ;0 = adx' A ... A\ dz"™. Diese Integraldefinition ist unabhingig von der
gewahlten Uberdeckung und der Partition der 1.

Ist M komplexe Mannigfaltigkeit, so gilt fiir

WP =ay a5 = dZV AL N2 NdEN LN A (B.22)

z SRR P R I

(als reelle (r + s)-Form auffafibar)

dwl?® = ——=2dy A NdZY AL NdET ANdEN LN dZ e
0zir+1
aail...i FA : » = = =
+ == A AN NAF N N R, (BL23)
07/ s+1

kurz:

dwl® = Jw™*® + 0w’ (B.24)

(als reelle (r + s + 1)-Form auffaibar).
Es gelten:

Satz von Stokes: Ist w eine (n — 1) — C'1'-Form auf einer n-dimensionalen reel-
len orientierten kompakten Mannigfaltigkeit M mit koharent orientiertem Rand

OM,n > 1, so gilt
/w = /dw. (B.25)

oM M

Satz von Poincaré: Ist a eine p — C''-Form auf einer n-dimensionalen reellen
Mannigfaltigkeit M mit da =0, 1 < p < n, so ist a lokal exakt, zu jedem = € M
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existieren eine offene Menge O mit x € O und eine Differentialform w auf O, so

dall dw = o« auf O.

Satz von de Rham: Ist a n — C'-Form, n > 1, auf der n-dimensionalen zu-
sammenhangenden kompakten reellen Mannigfaltigkeit M, so ist « exakt, d.h.,

dw = a auf M hat eine Lésung w genau dann, falls [ o =0 gilt.
M

Falls auf M eine stetige n-Form w existiert, die in keinem Punkt von M identisch

verschwindet, d.h., Vo € M3a € TM, mit w(a) # 0, so ist M orientierbar.

B.4 Riemannsche, fast-komplexe und Kihlerman-
nigfaltigkeiten

Eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M heifit Riemannsche Mannigfaltig-
keit, wenn auf M ein symmetrisches nichtentartetes Tensorfeld ¢ vom Typ (2,0)
gegeben ist, d.h., Vo € M existiert eine quadratische Form ¢, mit

e ¢.(v,w) = g.(w,v)Vo,we TM,,

e Aus g,(v,w) =0Vv € TM, folgt w=0.
Durch (v|w) := ¢,(v,w) Yv,w € T'M,, wird ein inneres Produkt definiert auf allen
Tangentialraumen T'M,.. M heifit eigentlich, wenn aus (v|v) = 0 stets v = 0 folgt.

Dann ist (+|-) ein Skalarprodukt, die Tangentialrtdume werden damit zu reellen
Hilbertraumen.

Ist in einer Karte {e1,...,e,} die natiirliche Basis, so gilt mit ¢;; := g(e;, €;)

g = gijda' @ da’. (B.26)
Sei ¢girg™ = 52] Die Christoffelsymbole sind definiert durch Ffj = ¢*"T';; m mit
1
Lijom 1= §(ai9jm + 0, Gim — Ongij)- (B.27)

Es gelten I, = Tjigm, TF

=T% und I'}; = 9;1n| det(gi )|z

Ist a?l'.'.'.?jn ein Tensorfeld, so ist die kovariante Ableitung

. lek . 21 Zk (21 21...54...Zk _ 21 Zk
DZa]Ln]m' Z J1ee-Jm +§ :Fzs @51 jm § :Fua @jy . seim (B'QS)
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(der Summationsindex s steht an a-ter Stelle) ein k-fach kontravariantes und
(m + 1)-fach kovariantes Tensorfeld.

Die kovariante Ableitung in Richtung eines Vektorfeldes v/ wird durch D, :=
v/ D; definiert, die absolute Ableitung entlang einer Kurve 2/ = 2/(o) % durch

% := D;. Ein Tensorfeld ¢ heifit parallel langs der Kurve C, falls % = 0 langs

C gilt.
Fiir w = Lo, s dz™ A ... A dx' sei
p! P
1 o o . .
kw 1= mqlmin\/ |det glg" 7 .. g Pw;, g dat AL N de' o (BL29)
der Hodge-*-Operator. Fiir p = 0,...,n ist der lineare Operator

«: AP(M) — A"7P(M) (B.30)
bijektiv. Dabei ist AP( M) der lineare Raum aller p-Formen auf der n-dimensionalen

Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann fiir eine p-Form w durch
1
(r—1)'

die adjungierte Operation zur alternierenden Differentiation ., d* definiert werden,

dt i w—dtw=—

Dkwkm2mmpd:1;m2 Ao A dx™ (B.31)

sie bildet p-Formen auf p — 1-Formen ab. Es gelten
dt (dtw) =0, dt =(=1)" xd*. (B.32)

Der Laplaceoperator auf p-Formen (Hodge - de Rham - Operator) wird definiert
durch
A =dtd+dd*. (B.33)

Eine p-Form w heifit harmonisch, wenn gilt
Aw = 0. (B.34)

Dies ist dquivalent zu

dw =0=dtw. (B.35)

Eine 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M heifit fast-komplex, wenn jedem
Punkt * € M eine lineare bijektive Abbildung J : TM, — TM, des Tangen-
tialraumes zugeordnet ist mit J* = —id. Fast-komplexe Mannigfaltigkeiten sind
orientierbar.
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Eine Riemannsche Metrik ¢ auf einer fast-komplexen Mannigfaltigkeit M mit der
zusétzlichen Eigenschaft

gz(Ju, Jv) = g, (u,v)Vu,v € TM, Ve € M (B.36)
heifit hermitesche Metrik.

Die 2-Form
Q: O,(u,v):=g,(u, Jo)Vu,v e TM, Ve e M (B.37)

heiflt Fundamentalform der hermiteschen Metrik. Gilt d® = 0, so heifit ¢ Kahler-
metrik, M heifit fast-K&hlermannigfaltigkeit.

Ist M eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, so besitzen die lokalen

Koordinaten zq,...,z, von M in einer Karte die Darstellung
zi=x; 4w,y Ry =1,...,n. (B.38)
Durch Zuordnung der 2n reellen Zahlen x4, ..., x,,y1,...,y, zu den n komplexen
Zahlen z1,..., z, erhdlt man mit
J(@1, o Ty Yy e ey Un) = (= Y1s ooy —UYny T1y e ey Tp) (B.39)

eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit, bei welcher die so zugeordnete fast-komplexe
Mannigfaltigkeit eine fast-Kéhlermannigfaltigkeit ist, heifit Kéhlermannigfaltig-
keit. In lokalen Koordinaten gilt

ds?* = gpdz'dz", (B.40)
gik = ks (B.41)
d = —igds’ NZF (B.42)
dd = 0, (B.43)

fiir die Christoffelsymbole in komplexen Koordinaten gilt

s09is
I s s
I Erk (B.44)
- - Dgr
{ _ s ks
I =g Pt (B.45)
alle anderen verschwinden.
Fiir den Riemanntensor folgt
Ry = gis0kly = Rygu = R
= —Ryu = Run = —Ran, (B.46)
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alle anderen Komponenten verschwinden.

Die einzigen nichtverschwindenden Komponenten des Ricci - Tensors sind damit

R;; = Ry, = —0,T% = R;;. (B.AT)

Ist M eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, so daf} die zugehérige 2n-
dimensionale reelle Mannigfaltigkeit My eine eigentliche Riemannsche Metrik ¢
besitzt, so ist M genau dann eine Kéhlermannigfaltigkeit, wenn der durch ¢ auf
M erzeugte Paralleltransport von Vektoren die komplexe Hilbertraumstruktur
der Tangentialrdiume respektiert, d.h. das Skalarprodukt invariant 1&8t.

Aus

d® = —(0 + D)iggd=’ A dZF =0 (B.48)

folgen

d9;x Dy und agy‘_% _ 995

= 2t = —. B.4
0zt 9z 97 9zF (B.49)
9,7 kann deshalb dargestellt werden als
*K
= = B.50
Ik 0z10z" ( )

K wird als Kéhlerpotential bezeichnet, ® = —id0K.

B.5 Betti- und Hodgezahlen

Sei p eine g-Form auf der reellen n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M, 1 < n. Gilt
dp = 0 auf M, so heifit p Kozyklus. Z9(M) sei die Menge aller ¢-Kozyklen auf
M. Existiert eine (¢-1)-Form w mit g = dw auf M, so wird y ¢-Korand genannt,
R1(M) sei die Menge aller ¢-Korander von M, R°(M) := {0}.

Es gilt: RY(M) ist linearer Teilraum von Z¢(M). Der Faktorraum
HY(M) 1= Z0(M) /RO (M) (B.51)
heiflt g-ter de Rhamscher Kohomologieraum von M. Die Dimension
B,(M) =dim Hj(M) (B.52)
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heifit g-te Bettische Zahl von M.

X(M) =) (~1)', (B.53)

9=0

heifit Eulersche Zahl. Fiir ¢ > n wird H](M) = {0} definiert.

Zwei Kozyklen heiflen kohomolog, wenn sie sich nur um einen Korand unterschei-
den.

HY(M) besteht aus allen glatten Funktionen g : M — IR mit du = 0, p ist
auf jeder Zusammenhangskomponente von M konstant. Daraus folgt: Bo(M) ist
gleich der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M.

Fiir eine kompakte reelle Mannigfaltigkeit M sind alle Bettischen Zahlen endlich.

Ist M zusétzlich orientiert, dann gilt 5,(M) = 8,_,(M) fir ¢ = 1,...,n (Poin-
carésche Dualitat, der #-Operator induziert fir [w] € HJ(M) durch *[w] := [*w]
einen Isomorphismus von HJ(M) auf H;™*(M) ).

Ist M eine komplexe n-dimensionale Mannigfaltigkeit, so wird mit dem 9-Operator
anstelle des d-Operators analog zur de Rham-Kohomologiegruppe die Dolbeaut
Kohomologiegruppe H7*(M) definiert:

[P = 0}
HZ*(M) = T
{O/ﬁ|arﬁ___aﬂrﬁ }

(B.54)

Die komplexe Dimension hy; von HZz*(M) wird als Hodgezahl bezeichnet.

In jeder Kohomologieklasse von HZ*( M) existiert genau eine harmonische (r, s)-
Form. Damit ist die Hodgezahl h}; gleich der Dimension des Vektorraums har-
monischer (r, s)-Formen {iber M.

Der (komplexe) Hodge-*-Operator induziert hy; = hjy, ™" 7°.

Fiir eine kompakte Kéhlermannigtaltigkeit M gelten

HY(M) 2 &,y ey H (M) (B.55)

und
Hg’q(M) = Hg’p(M), (B.56)

also
Bp(M)y= > hy; (B.57)

r+s=p

und

Ry = Ry (B.58)

Also ist h?\’f gleich der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M.
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B.6 Chernklassen

Es seien ¥ und M glatte Mannigfaltigkeiten, Y ein endlichdimensionaler Raum.
Ein Vektorraumbiindel 20 mit der typischen Faser Y ist eine surjektive Abbildung
70 — M, wobei gilt:

(a) Es gibt eine Uberdeckung {U;} von M durch offene Mengen U;, zu jedem

7 existiert ein Diffeomorphismus

;7 N U;) = U; x Y, (B.59)
so daf fiir b € U gilt ¢;(b) = (x,¢;) mit @ = 7(b) und ; € Y. ¢;(b) heifit
lokale Biindelkoordinate des Biindelpunktes b.

(b) Ist @ € U; N Uy, so existiert eine lineare bijektive Abbildung

Sjk(l‘) Y — Y, (BGO)

so daf fiir b € U mit x(b) =  und den zugehorigen lokalen Koordinaten
(1},77/)]‘) und (x7¢k) gllt ¢j = S]k(x)¢k
U heifit Biindel-, M Basismannigfaltigkeit.

Es seien X und M glatte Mannigfaltigkeiten, G eine Liegruppe. Ein Hauptfa-
serbiindel X mit der Strukturgruppe G ist eine surjektive Abbildung 7 : X — M,
wobei gilt:

(a) Es gibt eine Uberdeckung {U;} von M durch offene Mengen U;, zu jedem

7 existiert ein Diffeomorphismus

@ 71'1_1(Uj) — U; x G, (B.61)

so dafB fiir b € X gilt ¢;(b) = (2, ¢;) mit @ = x(b) und ¢g; € G. ¢;(b) heifit
lokale Biindelkoordinate des Biindelpunktes b.

(b) Ist @ € U;NUy, so existiert &;;(x) € G, so daf fir b € X mit 71(b) = 2 und
den zugehorigen lokalen Koordinaten (x,g;) und (x, gx) gilt ¢; = &1 (x)gs.

X heifit Biindel-, M Basismannigfaltigkeit.

Sei X ein komplexer linearer Raum. Dann bildet die Menge GL(.X) aller linearen
bijektiven Operatoren A: X — X eine Gruppe (Automorphismengruppe von X).
Unter einer Darstellung ¢ der Gruppe GG auf dem linearen Raum X versteht man
einen Morphismus ¢ : G —GL(X). Ist ¢ injektiv, so heifit die Darstellung ¢ treu.
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Sei v : G—=GL(Y) eine Darstellung von G auf Y. Das Vektorraumbiindel = :
U — M heifit assoziiert zu dem Hauptfaserbiindel =y : X — M (beziiglich der
Darstellung ) genau dann, wenn

Lir(x) = 7(Sj(x)) (B.62)

gilt.

Liegen alle £;x(2) in einer Untergruppe & von GL(Y), so heifit & Strukturgruppe
von ‘U.

Zu jedem Vektorraumbiindel 7 : ¥ — M kann kanonisch ein zu U assoziiertes
Hauptfaserbiindel konstruiert werden mit G=GL(Y"), y=id.

Sei HY(M) die g-te de Rhamsche Kohomologiegruppe einer kompakten Mannig-
faltigkeit M. Sei H*(M) die Menge aller endlichen Summen

ao + a101 + az02+ ... mita; € R, o EHj(M), (B.63)

also 0; = [w;] :== {w;+dp} mit: w; ist j-Form auf M, dw; = 0, p ist eine beliebige
(7 — 1)-Form auf M. Fiir 0}, o, sei 0 A o), erklart durch

[wi] A [wi] := [wj A wg). (B.64)

A ist fiir Elemente aus H*(M) assoziativ. Die Algebra (H*(M), A) nennt man
Kohomologiealgebra von M.

Sei U ein Vektorraumbiindel mit der Strukturgruppe & tiber einer glatten Man-
nigfaltigkeit M. & sei eine abgeschlossene Untergruppe von GL(m,IK), K =
R, IC, also ist & Liegruppe, £& sei die zugehorige Liealgebra. B, (L£®) sei die

Menge aller symmetrischen k-linearen Abbildungen

f:r 28 x...xLb - 1R (B.65)
mit
f(GB.GT . GBLG™Y) = f(By,...,By)VG €&, By,..., B, € £8. (B.66)

PB(LB) sei die Menge aller endlichen reellen Linearkombinationen

(273} + Cllfl + Cl2f2 + ... mit fk € mk(£®) (B67)

f A ¢ sei definiert durch
1
(fAG)DBy,...,Bjpm) = G > F(Biso B)g(Biy,s- - Bi,, ) {B.68)
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wobei iiber alle Permutationen von 1,...,7 + m summiert wird. Die Algebra
(P(L£S), A) nennt man Algebra der AdB-invarianten Polynome.

Nach dem Hauptsatz der Theorie der charakteristischen Klassen existiert eine

lineare Abbildung

W B(LB) — H (M) (Weil — Morphismus), (B.69)

die A-Produkte in A-Produkte abbildet. Genau die Bilder W(f) heiflen charak-
teristische Klassen des Vektorraumbiindels U mit der Basismannigfaltigkeit M
und der Strukturgruppe &.

Sei %Y ein Vektorraumbiindel mit der typischen Faser IC™ iiber einer reellen n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Dann ist

& = GL(m,1C) (B.70)

die Strukturgruppe von Y. Die sich durch den Weil-Morphismus W ergebenden
charakteristischen Klassen heiflen charakteristische Klassen des Vektorraumbiindels

7.
Die durch

det(\& — —B ka B)\"F ¥B e 10" (B.71)
definierten fj, gehoren zu P (LB). Die Kohomologieklassen
cx () = W(fx) (B.72)

heifilen k-te Chernklassen des Vektorraumbiindels U, ¢, (8) € H*(M), k
1,...,m. Nach dem Produktsatz gilt fiir zwei komplexe Vektorraumbiindel U, 20
uber der gleichen Basismannigfaltigkeit

(VB W) = (V) A () =: ¢, (V) (20). (B.73)

Die Chernklassen ¢y, ..., ¢, erzeugen die Algebra aller charakteristischen Klassen

beztiglich GL(M,IC). Die Summe aller Chernklassen

(V) =14 ¢1(V) + (V) + ... (B.74)
wird als totale Chernklasse bezeichnet.
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Die Vereinigung |J TM, aller Tangentialraume einer Mannigfaltigkeit M wird
pEM
als Tangentialbiindel T'M bezeichnet. Ist M Untermannigfaltigkeit von X, so

definiert

Ny :=TX/TM (B.75)

das Normalbiindel der Einbettung M — X.

Ist M eine glatte n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit und 7'My das komplexi-
fizierte Tangentialbiindel von M (typische Faser IR" durch IC" ersetzt), so heifit

Ck(M) = Ck(TMIC) (B76)

die k-te Chernklasse von M.

Nach dem Satz von Gauf}-Bonet gilt fiir die Eulernummer

xe(M) = /cn(M), n = dimM. (B.77)

M

B.7 Calabi - Yau - Mannigfaltigkeiten

Sei C,: 2 =x(0), 0 <o <1 ein stetiger geschlossener Weg in einer differenzier-
baren reellen Mannigfaltigkeit M, der im Punkt p beginnt und endet, v € T'M,,.
Durch den Paralleltransport von v ldngs €, erhélt man einen Vektor v’. Dieser
ist mit v durch eine SO(n)-Transformation Ag, verbunden: v’ = Ag v.

Die Menge {Ac,|p € M, C, wie oben} bildet mit der Hintereinanderausfiithrung
eine Gruppe, die als Holonomiegruppe bezeichnet wird.

Ist M d-dimensionale Kadhlermannigfaltigkeit, so ist die Holonomiegruppe eine
Untergruppe von U(d).

Eine kompakte d-dimensionale Kdhlermannigfaltigkeit mit der Holonomiegruppe

SU(d) wird als Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit bezeichnet.
Die Holonomie SU(d) ist gleichbedeutend damit, dafl die Mannigfaltigkeit M mit

einer Ricci - flachen (R;; = 0 auf M) Metrik versehen werden kann.

Nach dem Satz von Yau existiert auf einer glatten komplexen Mannigfaltigkeit
M genau dann eine Ricci - flache Kédhlermetrik, wenn die erste Chernklasse ver-

schwindet (¢ (M) = 0).
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Fir Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten kann man zeigen, dafl es bis auf eine Kon-
stante genau eine holomorphe d-Form (also A%° = h%® = 1) und keine stetigen
[somorphismen (210 = ... = %10 = 0) gibt.

Fiir d=1,2,3,4 ergeben sich mit h™* = h®" = h%"9"% folgende Hodgezahlen,
angeordnet in Hodgediamanten:

RO 1
d=1: h10 POt =1 1 (B.78)
Rt 1
RO 1
hl,O hO,l 0 0
d=2: h20 it R N A | (B.79)
h2’1 h1’2 0 0
h?? 1
hoo 1
h1o ho 0 0
h2’0 hl’l h0’2 0 hl’l 0
d = 3 h3’0 h2’1 h1’2 h0’3 - 1 h2’1 h2’1 1
h3’1 h2’2 h1’3 0 hl’l 0
h?? h23 0 0
K3 1
(B.80)
h0,0
hl,O hO,l
h2’0 hl’l h0’2
h3’0 h2’1 h1’2 h0’3
d=141": h4’0 h3’1 h2’2 h1’3 h0’4
h4’1 h3’2 h2’3 h1’4
h4’2 h3’3 h2’4
h4’3 h3’4
h0,0
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0 0
0 Rt 0
0 h2 1 h2 1 0
= 1 B! h22 S| (B.81)
0 h2 1 h2 1 0
0 Rt 0
0 0
1

B.8 Projektiver Raum und K3-Flichen

Auf IC"! sei durch

~t oz~ 2y = 2y, 29 € IO\ 0}, 2y = Az, A EIC (B.82)

eine Aquivalenzrelation gegeben. Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen
10"t/ ~ als komplexer projektiver n-dimensionaler Raum ICP™ bezeichnet.

Sei
Uy ={[z]lz = (21, -+, 2a1) € O™ 25 £ 0}, (B.83)

byt Uy — 10" bz, zep) = (28, 250 200 2y (Bgy)

~j i~ ~j

Dann bildet die Menge der Karten {(U;,h;):j =1,...,n+ 1} einen Atlas von
ICP™.

Sei K; : U; — IR definiert durch

n+1 2
. Zi
Ki((z15 . 2041)) = E = (B.85)
i=1,i#s 7

Mit diesem Ké&hlerpotential wird ICP™ zu einer Kdhlermannigfaltigkeit.

ICP™ und alle seine komplexen Untermannigfaltigkeiten sind kompakt. Es gilt der
Satz von Chow: Jede Untermannigfaltigkeit von ICP™ kann dargestellt werden als
Menge aller gemeinsamen Nullstellen endlich vieler homogener Polynome.
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Eine Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension zwei wird als K3-
Flache bezeichnet. Je zwei K3-Flachen sind diffeomorph zueinander, es gentigt
deshalb, eine spezielle zu finden, um alle topologischen Invarianten zu bestimmen,
z. B. als komplexe Flache, eingebettet in einen komplexen projektiven Raum der
Dimension n=3.

Wir betrachten die durch

f=z+"+z+...42"=0 (B.86)

im projektiven Raum ICP" definierte Hyperflache. Es gilt

c(ICP™) = (1 + J)"*+, (B.87)
wobei J die Kéhlerform der Kédhlermannigfaltigkeit ICP™ ist.
Sei X Untermannigfaltigkeit von ICP™. Dann gilt:

TICPYy =TX & NX (B.88)

und deshalb

o(TICPY) = o(TX) A e(NX). (B.89)

Ist X = {[z] € ICP": f(z) = 0}, so kann gezeigt werden, dafl ¢(NX) = (1 +m.J)
gilt. Daraus folgt

(TICHY) (14 J)~+ n vk 7r
A(TX) = c(le) - 1—|—_|—mJ ZZ( “) —m) R, (B.90)

(=S ( e ) (—q)*. (B.91)

Aus der Forderung ¢; = 0 folgt wegen ¢; = (—g+n+1)J ¢g=n+ 1.
Fiir eine K3-Flache (n = 3) folgt

e = ((—4)* +4(—4) +6) J> = 6J°. (B.92)
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Daraus folgt fiir die Eulernummer

Xe(S) = /cd = /(dJ) Acq = / 24.J°% = 24, (B.93)

S ©Pd ©P3

Aus

ye(S) = Z(—l)qﬂq — Z Z BT = 9h00 _ 400 4 9p02 4 pll — g 4l

g=0 q=0 r45=9q

(B.94)

folgt: h'' = 20 fiir zweidimensionale Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten. Thr Hodge-
diamant hat damit folgende Form:

120 1. (B.95)
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Anhang C

Eigenschaften der
Metrikdeformationen

C.1 Lichnerowicz-Gleichung

Seien ¢2 . und ¢sn = g%, + hun zwei Ricci - flache Kéhlermetriken. Seien I'? und
R° das zu ¢° gehoérige Christoffelsymbol und der Riemanntensor, mit D werde

die zugehorige kovariante Ableitung bezeichnet.

Nach [24] gilt
§gi = —gitgPsg ;.
Dann gilt

. 1 -
I, = 59” (Ongin + 0agim — i g

1 Oif

= Fof;m + =9 (Ophin + Onhim — Ophmsn)

2

1 Oid Oﬂg

—39 9 hai (g3 + 05935 — Oigns) + O (h?).

Daraus folgt

5F;m = %goﬁ (Ophin + Oahip, — Ophos)
—%goﬁgoﬁghm (9935 + g2 — 0agis)
= %goﬁ (Ophin + Onhsp — Orhyn) — goifhfgrofm
= %901} (Omhsn + Oahsp — Oshimn)
1

2
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(C.1)

(C.2)
(C.3)

(C.4)

(C.5)

g% T kg DO s + D05 b 4+ 0% ks — D00 has — %% B,



L ir
= §gol (Dihis + Dahig — Dihipa) - (C.6)
Es gelten
R = 00 —oTh, +1° krfw — 5T (C.7)
[ [ [ é [ é [ é [ é [
(C.8)
Da 5anﬁ ein Tensor ist, folgt daraus
6R. = Da (670 ) = Dy (oT%,) - (C.9)
6R. = Dy (o1 ) - by (or)
L i
= 59" (DiDahs + DiDiha — DiDihy
—D; Dy h;— D Dihig + D,;thmi) (C.10)
L i
= 59" (DiDahg + DiDihis = DiDihsj = DiDihyp).
(Palatini-Identitat).
Es werde die Eichbedingung
a4 1 a4
9" Dyhy: = =g Dshy; (C.11)

2

verwendet [13].
Weiter gilt fiir jeden Tensor T

Dy D;Tan, — Dy Dy i
= Dy (0Tn - rof ol Ty) = Di (9 Tar — rol . 1o 7,)

nm " al km*al

= 030 Tas — (07°%) Ty — T3 T — (0% ) Tog = %500,

nm pl

A ) o B (VSR L A )
0,0, Tas + (aﬁr%d> T 4T 0., + (aﬁr%) T T0 9.7

5 [ [ 5 [ [
4T <6,;TM — T Ty — T T, ) 4T (a,;Tap IO T, — T T,

km = pl
[ p ol [
— (B = T8 T = OiT, + T, 1%, ) Ty

+r0?Ar0;mTﬁ+r0p RIS O LI (RS L L

p Emt 5l

[
= R ankT + R L i
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Damit folgt unter Beriicksichtigung der Ricciflachheit von ¢°, d.h.

und

Aus

OR. ¢

IR = 0= ¢"" R, (C.13)
R i+ Ry Oals; — O 415, — 17 T
O L7, — amr?l; + F;mrs Flekrffw
= =0T, — LTk + 005, + 10T
= R, (C.14)
L gir
§gol (DiDyhij + DiDyhis — DiDihy . — Dy Dy hyy)
I i 3 5
590 <Dﬁ%Dihﬂ} + R smiltah T R’ fnifes
D Dihi + B i + R gihes — DiDshyg = DiDihig)
1 [7« 1 s
2 0 <2D D; hrl —I_RO kmlh
1 8
+5 DDk + B jgihss = DiDshy — D;;Dmhﬁ>
1 /1 | . 1 s 3
2 Ol <2D D h —I_ §RO Tkmhsl + §RO ﬁwﬁhfg + RO l}mihf’é
1 8
+5DiDahsi+ B jiis — DiDihy — D;;Dmhﬂ)
L oir 3 3 5
S0 (B s + R ihss + B gihos — DiDsh )
L i 5
§R.: =0 (C.16)
folgt damit die Lichnerowicz - Gleichung (2.4)
L I 05
0= 5D Dih,; - ¢ R has. (C.17)

Da R° der Riemanntensor einer Calabi - Yau - Metrik ist, folgt nach Aufspaltung
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der Calabi - Yau - Indizes beziiglich komplexer Koordinaten, dafi Deformatio-
nen h;; mit reinen Indizes und Deformationen h;; mit gemischten Indizes diese
Gleichung jeweils getrennt erfiillen,

1 » T 5

0 = SD'Dihy — ¢ R* i, (C.18)
1 5 Ir s

0 = §DTD72}L” — gol RO iﬂhm' (019)

C.2 Harmonizitat der Metrikdeformationen

Sei

w = wmlwmpd:pml A A de™ (C.20)

eine p-Form. Dann gelten

d'w = _pgﬁD}wkm...mpdwm A A da™, (C.21)
1 L i
do = m <D1}wm1...7ﬁp><gmlmmp> dx" Ndx™ N ... ANdx P (022)

wobei im folgenden mit (...)<. s gemeint ist, dafl die Indizes in den spitzen Klam-
mern im vorherigen Ausdruck zyklisch vertauscht werden unter Beriicksichtigung
des Vorzeichens, das heifit zum Beispiel

(Diriscing) ey = Dirins iy + (=1 Diywp, i+ (C.23)

Es folgen
dd*o = —g* (D, Diopn, ) o T A, (C.21)
dtdo = =g (D;Dgnsny) o s d™ A NdaT (€25

Daraus ergibt sich
+ <D}D];w7ﬁ1~~~mp><fwﬁ1mmp>}

—|— <D}Di€wm1 T?Lp) <fgm1 T > } )
(C.26)

(Aw)ml...mp = _9%{<Dm1D}wkm2...mp>

= _gjk { <DT?L1 D}“%Thz...ﬁbp)

<T?L1 T;’Lp>

<T?L1 T;’Lp>
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Da wi,..m, schiefsymmetrisch beziiglich aller Indizes ist, gilt

(D; Dy, ..n

und damit

(Aw)

..

Damit folgt

(Aw);

m1 T)’Lp

P><fcfn1..fnp>

—D];D];wml,,.mp — gﬁ“ <<Dm1 D} - D}DTM) wfng...mp>

= D;Djwiy iy, + (=1)" DDy s
‘I’D Dm2 m3 mpkm1 —I_ e —I_ (_1p)D}DmP
- DDkwml mp D Dmlwkmg...mp
_( 1)]? lD Dm2wm3 mpkml -

1
—(—=17")D; Dy,

Wity . p_1

@l .. inp_1

= D}D%wmynmp - <D}‘Dﬁb1w1§m2...mp> (027)

<T;’L1 T;’Lp>

<T;’L1 T;’Lp>

(C.28)

k
—D*Diwp, ..m,
]k <Rl
i
+ R w; >
m ]m1 kg g1l ety
DR D,. il
D Dkwmlmmp + <R ]mlwlmQ mp>

]k <Rl _ R

[
ki lm2 g + R m25m1wl;im3...mp +... (029)

<T;’L1 T;’Lp>

mg]mlwklmg T)’Lp m3}m1wki’rﬁ2’rﬁ4...’rﬁp

(C.30)

i
+R ajiig Chlima s .dp T 00

pRl
—I'( ) mp]ml klmg Ap 1><m1mmp>

—DED,;wml...mp + <le1wim2...mp>

<T;’L1 mp>
{ o p—1 [
<R mg]ml klmg, Tp ( ) ng]ml klm4 Mo

RIA Sa Wira A A A
+ magmy "kl ...mpmams + ety

_D];chwﬁbynmp + <Riﬁl1wiﬁb2...mp>

<T;’L1 T;’Lp>

= (Rl 4., ) S e

<T;’L2...T;’LP><T;’L1 T;’Lp>

dabei ist Riml der Riccitensor, es gilt

Ry = K (C.32)

ach
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Daraus folgt fiir eine (1,1) - Form w,; auf einer Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit

Aw; = —lﬁlﬁwﬁ—gﬁRmmwa+9%RmmwMz
= —D];D,;wij + g;kRmh;wkm - QMﬁRﬁiEl’wml}
Daraus folgt: h;; erfiillt genau dann die Lichnerowicz - Gleichung (C.18), wenn

die (1,1) - Form i
w = ithgdz' A d2 (C.34)

harmonisch ist. Analog 1dt sich zeigen, daff ij; genau dann die Lichnerowicz -
Gleichung (C.19) erfiillt, wenn y := Qijkgokkh,;;dzi A dz? A dz' eine harmonische
(2,1)-Form ist [8].

C.3 Eigenschaften der harmonischen Formen

Da w := w;dz" A dz’ eine harmonische (1,1)-Form ist, gelten

do = 2294k Ndrinds + T asE A ndE =0, (C.35)
02k ) i ozk
dtw = —Dkwk;d? — DFwizdz' = 0. (C.36)

Der (2,1)-Anteil und der (1,2)-Anteil von dw miissen beide verschwinden, daraus
folgen

Owwi; = 0wy (C.37)

Opw; = OGwi. (C.38)
Damit folgen

9940 = OaGiis (C.39)

9940 = Oiiaa- (C.40)

Aus dem Verschwinden des (0,1)- und des (1,0)-Anteils von dtw folgen

¢ Do = 0, (C.A1)
" Dwy = 0. (C.42)
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Da y := Qijkgokkx,gdzi A dz' A dZ' eine harmonische (2,1)-Form ist, gelten

dy = o, <Qijkg0k7€ m) A" A dzt A dz A dE

+Qi10m <g0’“’5 XH) dz™ Az N d A dE = 0, (C.43)
dty = D (Qijkgo’“’gx,;,) d= A dZ 4 D (Qijkgo’“’gx,;,) d=' A dzi = 0.
(CL44)
Aus dem Verschwinden des (2,2)-Anteils von dy folgt
(Qijk - jSk) <am <90%XH> — 0 <90%X7m>> =0. (0-45)

Nach [6] gilt Q;;x = f(2)€ij, deshalb folgt durch Multiplikation mit ¢, und

Summation wegen

€ijm€ijk = 20mk (C.46)
mk mk
O <90 XTJ) — 0 <90 Xm) =0 (C.AT)
und daraus erhilt man
mk mk
Dy, <90 XH) =Dy <90 Xm) ; (C.48)
omk omk
9 Daxwr=9 DiXpm, (C.49)

durch Kontraktion mit ¢° _ ergibt sich

Dy Xt = DX (C.50)
Durch Einfithrung von
Dixes = OpXes — FOZ;}X&Z (C.51)
erhdlt man
DiXes = Dixzs- (C.52)
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Durch komplexe Konjugation erhdlt man

Dy xnt = Dixonm (C.53)
und mit
Dixes = Oxxes — Txa (C.54)
ergibt sich
DiXes = DeXis- (C.55)

Aus dem Verschwinden des (3,1)-Anteils von dy folgt
kk kk
0 = On <(Qz’jk — Qjir) ¢° XH) +0; <(Qjmk — Qi) ¢ X;;i)
+0; <(szk — Qz’mk)gokaH>

= 2 |:6ijkam <f(2)90kEX7J> + €jmkd; <f(2)90kEX;;i> + €mird; <f(2)90kEXH> }
(C.56)

Durch Multiplikation mit €,,;; und Summation erhélt man daraus

ErmkOm <f(2)gokk><m> + 6:0; <f(2)90kEXm> + 6k 0; <f(2)90kEXH> =0, (C.57)

o (#1209 i) = 0. (C.58)
Aus dem Verschwinden des (1,1)-Anteils von d*y folgt
9" Ds <Qz’jk90kk><m> =0 (C.59)
und daraus
kg g Daxar = 0. (C.60)
Durch Multiplikation mit ¢;,5 und Summation ergibt sich
(gomgo% - gomgOSE> Dixg = 0. (C.61)
Kontraktion mit g%g% fithrt auf Gleichung (C.50).
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Aus dem Verschwinden des (2,0)-Anteils von d* x folgt mit der nach [6] geltenden
kovarianten Konstanz der Volumenform

Im kk
0 = ¢""D, <(Qijk_jSk)go XH)

= 26 f(2)9°" " Do xi (C.62)
Durch Multiplikation mit ¢;;, und Summation ergibt sich
olm ork
Kontraktion mit ¢°. fithrt auf
QOZmDmeJ =0, (064)
durch komplexe Konjugation erhdlt man
.QOZmDT?Lan = 0. (065)

Aus der Eichbedingung (C.11) folgt mit den Gleichungen (C.41), (C.42), (C.64)
und (C.65),

9" Dywy = g* Dihy: + g% Dihyy = 0, (C.66)

also
gd*Djw; = 0, (C.67
g"Diwy = 0, C.68)

g"*w.z ist kovariant konstant.

C.4 Kovariante Konstanz der Metrik

Es gilt

i i
D;;Q%ﬁ = azgg%ﬁ - Fofgmglgﬁ - Fogﬁg%; =0. (0-69)
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Daraus folgt mit (C.5)

(D + 6D;) g

) )
Opgini = L 9in — Uia9mi
0 [ 0 [ 0
Digii + Dyl — 615, a3, — 015 93
L i

Dihpi — g5, (59 (O3 him + Ophy — Ohy)

1 i gas
_590 ¢°"his (@;ggm + &ﬁggk — aaggm>>

L gir
~9p (590[ (Ophsn + Oahyy, — Oshy;)

1 oir gas
—590 9" his (&;gf{ﬁ + &agg,; - &19&))

1
1 gas
—590 hias (agggm + 9m92;; - &;ggm)

1
=5 Ophia + Oahg — Oihyy)

L gas

L s (s 00ty )

thmﬁ — 6,;hmﬁ — FOthﬁg — Fozﬁhmg

0, (C.70)

das heifit, zur ersten Ordnung liefert die Konstanz von ¢ unter der zugehorigen
kovarianten Ableitung keine Bedingung an ég.
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Anhang D

Kompaktifizierung von B A Xg auf
C'Y3

Es soll BA Xy auf einer komplex dreidimensionalen Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit
kompaktifiziert werden. Es wird die Bezeichnungsweise aus Kapitel 3 verwendet.

Es galt

1

Ay A B A D c
c0BXs = 193¢ VRO B A A, (RA3A4A Ra,ag0" Ra, 4,87 Rag D

1
—ZRA3A4ABRA5A6BARA7A80DRA9A10DO>' (D.1)

Aufgrund der Eigenschaften des e-Symbols miissen unter Ay ... Ajp genau vier
Raumzeitindizes vorkommen, unter As... Ajg kommen also mindestens zwei vor.
Es gelten

15, = %QMA (Pegrs + Ogre — hgow) (D.2)
I, = %QMA (Dagrs + 0ugrna — hgar) = 0, (D.3)
Ffw = %gdé (0ugev + 0vgep — Osgu) = 0, (D.4)
Fig = %gaé <augéé + Oygen — 9@9@) = %g%@“gég, (D.5)
I = %9“” (029, + 049va — Oug,;) = —%g“yaygdg, (D.6)
Iy = %9&2 (93945 + 05945 — 03943) - (D.7)

Daraus folgen

R.,” = 0,19, —a,17, +I)M15, — I,
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= 9,017, — 9,07, + 1,5, =TI, (D.8)
Ri" = 0,7 =0, + er FMFKM =0, (D.9)
Ry = ’”Rw, ~ "R = —g"gu R, =0, (D.10)
Rpfmg = gprfmu = gwRM/ﬂ; = g gfﬂiRWp = 0’ (D'll)
I _ [ [ Ml Ml
Rpcrfc — ao—r];p — 8prfm —I‘ F];pFMCT - F];UFMP
[ [ ol ol
- agrfgp - 8pFim —|— F];prﬁw - Fégrmp (D12)
(proportional zwei Raumzeitableitungen),
Rine” = 0" Riviipn = 9" Roppiei = 0" G R (D.13)
(proportional zwei Raumzeitableitungen),
o m 7 M M i
Ri," = o7, — 9,17 FUPFMk L,
_ m A m 7 m
= =0, + FMFM - T kflp (D.14)
(proportlonal zwei Raumzeitableitungen),
Ru." = g"Rin, =—0""Ri..=—0"9.R;, (D.15)
(proportional zwei Raumzeitableitungen),
n n n M pn M
Rp,;m = 8,;Fp 8F —I—FmpFMk—F Mp
= O, — 9,0t + 1L % Tl T (D.16)
(proportional einer Raumzeltableltung),
Rmﬁfcp = pngnkcr _g/) Rcrknm gpggmiR AAZ (D17)
(proportional einer Raumzeltableltung)
Rmﬁpk = gklRmnpl gklRplmn g ganplmﬁ (D18)
(proportional einer Raumzeitableitung),
I _ [ [ M pl Ml

_ [ [ 6l 6 1l [ [
= Oul'y, —0aly, + 17 15, =7 TG, + Fgmfm — Fgﬁfum (D.19)
(Calabi — Yau — Anteil proportional null Raumzeitableitungen).

Da die nicht verschwindenden R, 4® proportional zwei Raumzeitableitungen und
die nicht verschwindenden RM;AB mindestens einer Raumzeitableitung propor-
tional sind, aber die Entwicklung nur bis zu Termen mit zwei Raumzeitablei-
tungen berechnet werden soll, brauchen nur Terme mit zwei Raumzeitindizes
am antisymmetrischen Tensor B betrachtet zu werden. Jeder R-Faktor darf nur
so viele Raumzeitableitungen beisteuern, wie Raumzeitindizes unter den ersten
zweil seiner Indizes sind. R-Faktoren, deren erste zwei Indizes Calabi-Yau-Indizes
sind, diirfen deshalb keine Raumzeitindizes haben, nur der Calabi-Yau-Anteil muf}
berucksmhtlgt werden, nur RO kRO 7 RO K RO " verschwinden nicht. Es wer-

im 7 Ty 0
den also nur die Terme betrachtet die in jedem Summanden an den Komponenten
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des Kriimmungstensors genau zwei Raumzeitindizes enthalten, die Kontraktionen
innerhalb der trR*- und tr R*-Terme erfolgen nur iiber Calabi-Yau-Indizes.

Damit ergibt sich

610BtI’R4 =

B,

1B,

uypoaq...a b po
& ! 6}%pgd }%d

Mud1d2p0d3.nd6 0
t+e R asa

+_6MUd1.nd4pUd5d6}%Q .

a1dpa *lagase Tlpob Tlaiaed
_I_e%“’dl"'a’6p0R21d2déR23d46dR95deéJRpgdé
—|—e“””d10d2"'d6Rpa1aéRgaQanggd4gJRg5a6f 4
+6“”pd1d2d3gd4a’5d6RpﬁqdéR22d35dR0d4éczR25d6czé '
+6uupd1d2d3d4d5gd6 deldéR22d36aRg4a563Radecjé )

vi1doplaodsdsie DO
- HVa1a2p030 45 ngAA
1020

e e e

Udldg d3d4d50d6 0
Jeirarazp RO . .
1a2a

pvé1do8s s pdsoie PO b 0 a d @
+e RdldARMAR R _. 4

2a a3a4C

pupois ...dg bp0  ap0  dpo ¢

¢ Rpoi 006 Bopayi 1,004
prasdspoisieiiis pO  d bpo  &po a

+e aaanh Toooa T o i G e
pritazasaepoasds PO a0 @ bpo  d

t+e R 456 Rd5d6d Ry Rd3d4b
prisiesdadidape PO G0 dp0  a b

+e Bined Tagass Tarase foaa

>&
I~y
> O
>
>
o>

vpdq1ods...4 b 4 o
T4 PN R e Roay s I

A A A A A A ~ 0 ~
ﬁ_euuaa2a5a6pa1a3a4}%0d26a}%A . AC}%

=
Q
iy
s
<>
(e
>
>
=

dsaed daaeb
+6uupd1d2d3d4d50d6 de1dbR22d36aRg4 d5édRcrd6 cié
+6Myd4d5pdlgd6 1200 d4d5éCZR2d1 déRgdedéRd2d3cd
petvisiapinisiorio 0 A BRO L CR L
+6Myd5d6d3d4gd2 - R25d636R23d463R0d26dde1dé



1B,

328,

328,

igmknl 0 apo d _E.
—2e sza R Rkﬁ{; Rcrld

Jgmé

Jme knb

_261]mkﬁsziabR ~ AaRO dRcm )
oo iklma ( RpgabR apo dpo ¢

‘I‘QRpidéRcrlcaR?mb RS

—QRpl’déRmcaR?mb R n ‘

knd

‘I’RpidéR]mcaRo dRcrld

knb

knb

_RpidéR]mcaRo dR )

euupaeijkelmn< Rypu RO “RY 1RO ¢
RpcrabRZ[c R]mb Rkndi
+2Ria" Ror Ry Ry
+2R i’ Ror Ry Ry
—I-QRpmbRaiaaRo bdendi
-I-QRmabRgicaR]mb ledi
—2R mecaRme Ry
—QRplabRcmcaR]mb Ryng
ZRplamecaR]mb Rkndi
—2R me’EaRQ R
—I_RpiabR]mc RYR
—I-Rm'abR]mc R)R
—I—RmeR]mc R;mb Rcrld
—I-Rm'agRJmc RY 'Ry
RplabR?mc R R

b R0 ¢
_Rpla R Rknb Rcrid

jmec

b O -
Rpla R; Rknb Rgid

jmc

ola

pid

)



CRPRY R AR dc), (D.20)

R = <9agié> Opgsi — % <9pg ) Do ey, + ig "9 (D,9:4) Do,
107" (020.) 0,935, (D.21)
es gilt also nach (2.5) bis (2.7) sowie (C.1)
Ry~ fw,x ) (D.22)
Aus (D.16), (D.5) und (D.7) folgt
R ~ {w, X} (D.23)
Es gelten deshalb zur zweiten Ordnung in {w, v}
woe ik lmanabR”C R, JR oz g ik lmngsbgmgudguc]%pmsRZlCtR]m[m
— oo ik dmngshtagud e RO

- uypo 2]k Imn t 0
= ¢ Rpcrs R”t R Rknv

Jmu
= P Jek mlancrabR]mb Rzlc Rknd
= e“”pgewkelmﬁRwabR?]caRme Rknd ) (D.24)
e“ypgeijkeimﬁRplamec R?mbdend = GMMemgel}mggbgmgungCRplasRmcfRmeuRzﬁd?7
—  Hwro eijkeimﬁgEbgfagﬂdgﬂcRpiga RcritcROmub Rknﬂd
= T RITIR TR RO R
= etk mmRcrl’caRmabled7[-'“)?77%55z
— koo gk lmanzabRaTcaR]mb ka[, (D.25)
P ik lmanlamecaR]mb Rkndi = —edt lmanabRalcaRme Rind
o EljkelmﬁRpfabRaiEaRo bdenC[ = Hvpo eijkelmﬁgsbgtagudngRpiasngt R]mbu O
— hwoo eijkeimﬁgsbgtaguciguaRpisa RmtcR]mub kad
= o EijkeimﬁRpiszgi{vR]mu ka]
— Mo, ik lnngfcaszakand R?mbd
= —c"% wk lmanzabRgfcaR]mb Rknd ’ (D26)
Ml e ik lmanzabRgfcaR]mb Rkndi = _eul}pgewkelmﬁRl)lamecaR]mb Rknd ’ (D27)
wpo ik Tmi b 150 c . wypo 2]k Imn _35b _ta ud Tc
€ €€ Rpla R]mc Rknb R,q® = ¢ g9 949 RplasR]mctRknbﬂRgidﬂ
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eHvPo eijkeimﬁR

My Po 62]kelmnR

eHVPT ¢ ijk lmnR

Damit folgt

610BtI’R4 ==

ola

ola

ola

wvpo ijk Imn 5b fa ud Tc _
TN g7 g g " R s

R]mtc
5 u
R]mt Rknu Rgﬁf
uvop 2]k ma b
€ Rcrld R]mc Rknb Rm@

—MvPo e ik lmana R]mc Rknb Rgld 7 (D28)

0
Rkﬁab Roiva

uypo 2]k ma
@ Rpls

R?

knbu

R?

knub

R

o1dv

R

o1ud

bR?mC Rknb 7RC”'JE = —e"e el lmnRPm R]mc Rknb Rafdcv (D29)
bR?mc Rknb Ro’zd R eijkeimﬁgsbgtagudgchpiasR]mct

B eijkeimﬁgsggfagucigﬂcRpisa R]mtc

= ko ik lmanls R]mt Rknungiﬁu

R]mc RknbdR

328,

328,

uvop 2]k ma b
€ R,i° R]mc Rknb Rma

oid

6LLUPCfGZ}]{kGlmn( - QRpaabR?lcaRme Rknd
+4RmabRalcaRme Ry
‘|‘4RmabRaz’caRme Ry
—AR ;" Roic" R Y
—AR,1," Roic R Y
—I-QRpmbR]mc RYR
—I-Qsz’abR]mc RYR
—I—QRmeR]mc Ry 'R

pi&

ola

2Rpla R]mc RknbdRUidc>

wvpo ik lmn b
€ €’ ¢ ( QRPUUL Rzlc R]mb Rknd

+4(RpiabRgica —I_ RpiabRUTCa
—I_RcrlameC + RalabR/ﬂC )R]mb Rknd
+2 <RpiabRgfdc + Ro’ia Rmd ) R?mc Rknb
+2RpiabR]mc Ry R

‘I’QRpiagR]mc Rknb Rcrld )
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uypo 2]k Imn
—c Rma R]mc Rknb Rcrld .

(D.31)
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Weiter ergibt sich

coB (trR?)’ = B,,

uypoal ...ag Al; 0
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= 32B,,

= 32B,,

= 32B,,

= 32B,,

iljmka b 4 o

—2¢ Rma Rcrlb R]mc ﬁj
lijmka p b ap0 d é

—26 Rpld Rcmb R]mc Rkﬁcj
ijlmkn bpo 4 dpo &

—4¢e¥ Ry R]n Rymet R -
limjkn

—4e Rpla

wrpo ijklmi bpo apo
e ( — Rppa R R]mc
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TR Iy Rymc kaz
apo dpo @
Rl)la Rcmb R]mc Rknci

_QszabRO aRcrmc R ¢

knd
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+2R 1, Rimé Ryje Rmd)
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_I_e;wpcrGZJkImERpidbRglbaRO dR
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uypo Zkaln a
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d

kijla bpo d i
+2e770 " nmRald R Rma R‘ ca>
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+2R,i"R_; RO ARC ¢
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4R, R R PR J).

Zur niedrigsten Ordnung in {w, v} gilt

Runa’ Rpos” = 0" 9" Runas Rpow = 079" Runsa Rpow = Buns' Rpo:’.

Damit folgt

610B <tI’R2> ? =

wvpo ijk _lmn b
32B,, € €7 ( R0 Rllb

-2 RY
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+2 {QRpiabRaiba + R’ Rop™ + ngR }RO "R -2

Jme

F4R,, RS -2 R RY 2)

Jme

_ wvpo ik Ima b0 a R0 c
= 128B,, "7 ¢7"e ( Ryoo By, " R TRY .

Jme

+ {QRpmbRgiba + Ry R + RpiaERcrlb }RO "Ry

Jme

+4szacRcrldbR0 aRknb ) . (D35)

Jme

Insgesamt folgt

192¢10BXs = 32B,, e cikdmn ( — 2R 00 Ry RO R
+4 <R0iabRaica + R/ﬂabRUTCa
—I_RcrlameC + RalameC >R]mb Rkndc
+2 <RpiabRaidc + Rcria R/ﬂd - QRPiaCRcrld ) R?mcaRknb
+2R 5" RO Ry, Ry

jme
—I_QRPmbR?mcaRandRUTJC
‘I’RpaabR?lbaR?mc Rkndc
— QRpiabRgfba + RpiabRaiba + Rpia R olb :|R?mc Rkndc>
(D.36)
Aus (C.1) folgen
i . il
g7 = g™ T A ), (D.37)
gz’} - gow gozlgoﬂma( )wk“ (D.38)
g7 = =" A (D.39)
Mit (D.5) und (D.6) ergeben sich damit
, 1 1 .
Fi“» = §g]kaugki‘|‘§g]kaug%i
) L il okm_
- Zgof ° Al( )le1a 2A2( )X}é2
1 ik 7 gmbk . . \a, )
5 (67 = M 0 @)t ) B,0% ()t (D.40)
; 1 o
Fiu’ = §g]kaugki‘|‘§g]kaugfm'
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1 7 [ mﬁA 1 Tm n A
= (07 =M oM @pely) e et = 300 A N 8 )
(D.41)
U = 5970wk + 597 0ugi;
. L il gkm_ . Ly gik i gmhk .
= s R0 s + 5 (6 = oM B el ) 0, ()i
(D.42)
; L L
U = 3970w + 597 0ugss
. 1 ik i okm A 5
= 5 (0" =g e (e ) 0,07 (2
1 im okn _
A A O G el CONap (D.43)
1 1
I = =39 “”9u9ij=—§9“”9uzA(w)x?, (D.44)
1 1
F% = —5 M aug” = _59;“/8”{)&( )wg, (D45)
1 1
F% — _5,9#”81,9;} — _§guua Z ( )X;?x (D46)
Mit (D.12) ergibt sich
b b b 7 b 7 b b
B o a -9, + raprw + T2 T T T — r{wr]p
bl okj bk . .
0 0]6 Z aZAQ )> Xi?lXIéf 0 a a a1( ) aak

bl ik
OgOa

A a1 a an )) walwa@

il T ak

b okl o (- L ook A
+-¢""¢""0, <2A1(:1;)802A2( )> leAlxlﬁQ — 590 apagval(x)w(f%

¢ 0, (67 ()0, 6% () wiesls

o ey ) (500 01

307 0 ) (G0 o)

o 00 ) (30000 00 )

3 0 n ) (g0 on )

bt ( 20" (0 @) (0,2 ) - (02 @) (0.5 (0)]

#10 (0,5% ) (0,58 ) - (0,54 () (0,20))] )
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= 30" (i [(250 @) (24 0) = (0,54 @) (35%0)
Fofput [(0:6% () (0,0%(2)) = (0,07 () (20%(x)] ) (.47)
Daraus folgt
Rt = =g (g (0.8 ) (0,400)
i (0,0% (2)) (0,0%(x) ) (D.48)

Bis zur ersten Ordnung in {w, x} gelten
1 1,7
U = 59" (0igaa + 0agai = Dagia) + 59" (0i92. + 0agai = Opha)

. 1 bl gdm _
- 5 <_go go ZAl(x)XiAﬁLl) <ZA2 (x)aixdf + ZA2(x)aaXdi2 - ZA2 ($)adX;§2>

L/ gbd bl gdm . X L a, .
—|—§ <g0 —¢" g° va2(x)wii> <28igg—a + 209 (x)@iw?a — ZA($)6JX£>

; 1 ! i,
S R (T T e B A I Y 8
(D.49)
1 1 -
Iy = §gad (0c9ar + O0194c — Oagor) + 59“[ (Ocgar + Or97. — 079.7)
1

1 _
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29 T9dc + 29 cgd

. 1 am n_
= (=P ) # N )
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P A ()0 (D.50)
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50 o (D.51)
%g“d (Omgar + Orgam — Oagmr) + %gad (Ongar + IGam — Oagm1)

% “(20mg4r — Dagmp) + %gadamgdz

(o7 = 8 el ) (200 26O — A (@)Y

a ad N 1, ak odn A
Fomf+go <va(:1;)amw$— §ZA(x)adX;§l> _gO gO va( )wknamgdlv
(D.52)
1 __
59 9" (05940 + 097 — 039ia)
bd bm qdl A
¢ = g o w)e) (A0 + M@0 — A o)
bm dn
—"" " A >xf}n) (209", +20%(@) D, — =M @)Oiy)
bd
"M e )<6Xda+aaXdz &zxﬁ)
bm odn
— g " A (@) 05 (D.53)
1 1
59” (0947 + 094z — Oagar) + 59“[ (Oz9q7 + Or94: — 079:7)

1 am odn_ 1 —
—59""¢° A (@)xi - 20egy + 59" A @) @X?; + ot — oo )

1 ad _ am odn
507 M) (00 + o0 o) — A Il (D)
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+ =N
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T~

[N

Damit und (D.5), (D.16) gilt bis zur ersten Ordnung in {w, v} unter Benutzung

VoI
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= oI, —o,I% + I I}, -1
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bk o A
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L otk bd id
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1 ad o _ A 1 adn _A A A A

S0 (8702 ManE) = 5002 M @) (90 + a0 — o)
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Damit folgen

6610BX8
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b a
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a b
Rl)ic Rcrla

dp0 ¢ 0 ap0 dpd c
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1
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Anhang E

Kompaktifizierung des
Ricciskalars auf C'Yj

Fiir den zehndimensionalen Ricciskalar Ry gilt mit dem Riccitensor Ry;n
Rio = ¢""Run = g¢"'R. + ng;;i
= 9" <R”W + Rém) + 4" <R”;;pi + me) : (E.1)
Damit folgt aus den Gleichungen (D.8) und (D.2)
Ry = R4+ 29“”53’;“;;” + MR
= Ry4 29" R, + 297 RF i, (E.2)

wobei R4 der Ricciskalar der vierdimensionalen Raumzeit ist. Dies ist Gleichung

(2.9).
Daraus folgt mit (D.40) bis (D.43)

I, = FM»—|—FM

uk
= (g = g e () ) D™ (et

K3

—%goilgokmxﬁ%;ﬁ?@u <5A1(1‘)2A2($>> 7 (E.3)
I Lr, + FZ;;F% + FZ;F‘ZV + Fiiré‘y

= %golk (Qﬁal(:z;)) w?fi . %gokmay@%(aj)w%
30 (0,00 () ot - 30" 0 )

1 Oifﬂ 7A1 A1 1 O;k A2 2
#5307 (00 @) - 397 0]

Tk

pk = v
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L ok gkm /o . L ay

59" (0,0% (2)) 0,5% ()it

I gik gjk _

+29° i (055 @) 0,58 @) + (0,5 (@) 9, (@)
(E.4)

Zusammen mit (D.3), (D.4) folgt daraus

k k k M 1k M 1k
R by = &F L, — 0, F i FWFMk FM;FMU
_ E E [ 1k
= -0, F ;+ F” F — FMFIU

- <gmk N gOZlgOmkval(l’)wmj> ayauﬁaz(x)wgz
+6°" %" (8,67 (2)) 9,0% (2)w

ml ik

1 K3 T
g™ AN 0,0, (A ()2 (@)

2
410, (g7 = g0 o () 9,07 ()
_%Fﬁy oil Okaﬁlez)a < (2 )ZAQ(:L,)>
~3o g (0,0 () 9,5 oo
bt A g (0524 @) 0,54 + (0,52 () 22 (w))
= (g(” = "5 (2)w? >D 8,67 (z)wi

+— O”QOMk (&,f)al(:l;)) 8Mﬁa2(:1;)walw%’

1
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+;90”90kmxﬁlxﬁm 0, (1 (@)s(0)
igOZkgoij]‘ng]m <<a ZAl( )) 6M2A2($) + <8M2A1 (x)) 6DZA2(:1;)> .
(E.5)

_|_

Da eine Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit Ricci - flach ist, gilt weiter unter Ver-

wendung von (D.42) bis (D.45)
Ry = TArk —rerh

ikj gk ik

= g (0,07 (2) 0 g™ 0,0 (2

7" (8,5 (2)) W - =g°" 0,69 (2)w® (E.6)



Damit folgt aus (E.2), (E.5) und (E.6)

Rio = Ry—2g" <90H€ - QOiigom%al(x)w&) D,0,0% (2)wi
+9" % " (8,67 () 0,57 ()

v 0t okm . R _A
19 g g Ay Ae g, <ZA ()2 (:1;))

g A (0% (@) 0,8 @) + (9,55 () M ()

2
4" g (0,57 () w0 0,6 ()
450" (0,8 @)) a9, o
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= Ry —2¢" <90H} - goifgomﬁﬁal(x)wiQ Dyauﬁ%(:z;)w%

3 i omk ~ ~
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v 0il ok 1 2 >4 2
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+59"9" " VR <9MZA1($)> 02 (2

ij v b1 1 Ik Sy A2 2
—¢°“ " (0,6% (2)) wg 0,0 (:zj)wl% : (E.7)

Mittels partieller Integration erhdlt man daraus

Rio = Ry—2g"g""¢"" (0,0% (2)) i 0ud™ (2 )
+gg“”90”gom (0,07 () 6% (2)w] iy
+gg“”g°ikgojkxﬁ>lxﬁ2 <8M2A1(:z:)> 8,2 (x)

—g" g (0,0% (2)) wlt g 0,0% ()

= Ry %g“”goﬂgomwi%ﬁ (0,07 (x)) 0,6 (x)
+gg“”g°ikgojkx,ﬁlxﬁ2 <8M2A1(:z:)> 8,2 (x)
—g g g Bl (8,67 (2)) 9,0 (x). (E.5)
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