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Kapitel 1

Einf

�

uhrung in die Stringtheorie

In der Physik kennt man vier grundlegende Kr

�

afte: Elektromagnetismus, Gravita-

tion, schwache und starke Kernkraft. Die Einbeziehung der speziellen Relativit

�

ats-

theorie in die Quantenmechanik f

�

uhrte zum mathematischen Formalismus der

Quantenfeldtheorie, die Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen als Aus-

tausch von Elementarteilchen erkl

�

art. Der Elektromagnetismus, die schwache und

die starke Kernkraft k

�

onnen mit Hilfe der Quantenfeldtheorie beschrieben wer-

den. Dabei trat zun

�

achst das Problem auf, da� manche der berechneten Gr

�

o�en,

zum Beispiel die Selbstenergie eines Elektrons, ins Unendliche gingen. Feynman

und andere zeigten, da� in einer eingeschr

�

ankten Klasse von Feldtheorien die-

se unendlichen Gr

�

o�en nur als Korrekturen (

"

Renormierungen\) fundamentaler

Parameter auftreten, die beobachtete Elektronenmasse entspricht zum Beispiel

der Summe der

"

nackten\ Masse des Elektrons und der der elektromagnetischen

Selbstenergie entsprechenden Masse. Der

"

nackten\ Masse wird ein Wert von

minus Unendlich so zugewiesen, da� die gemessene Masse einen endlichen Wert

erh

�

alt.

Mit dieser Methode der Renormierung erh

�

alt man au�erordentlich genaue Vor-

aussagen in der Quantenelektrodynamik, der Quantenfeldtheorie des Elektroma-

gnetismus, zumBeispiel stimmen die ersten elf Stellen des berechnetenWertes des

magnetischen Moments des Elektrons mit dem gemessenen Wert

�

uberein. Auch

f

�

ur die Quantenfeldtheorien der schwachen Kernkraft und der starken Kernkraft

(Quantenchromodynamik) konnte die Renormierbarkeit bewiesen werden.

Die Gravitation wird ebenfalls erfolgreich durch eine Feldtheorie beschrieben,

durch Einsteins allgemeine Relativit

�

atstheorie. Die Gravitationskraft ergibt sich

aus der Forderung, da� die Poincar�esymmetrie lokal ist. Der metrische Tensor

transformiert in der Spin - 2- Darstellung der Lorentzgruppe, das Gravitations-

feld wird also durch ein masseloses Spin - 2 - Feld beschrieben, das zugeh

�

orige

Teilchen wird Graviton genannt. Quantenmechanik und allgemeine Relativit

�

ats-
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theorie schlie�en sich jedoch gegenseitig aus, eine renormierbare Quantenfeldtheo-

rie der Gravitation konnte bisher nicht aufgestellt werden.

Eine Idee zur L

�

osung dieses Problems besteht darin, Materieteilchen nicht l

�

anger

als punktf

�

ormig anzusehen, sondern als in mindestens einer Raumdimension aus-

gedehnt zu betrachten, diese ausgedehnten Objekte nennt man Strings.

Die folgenden Ausf

�

uhrungen basieren auf [3, 13, 15, 22].

Man unterscheidet o�ene Strings, die zwei Endpunkte haben, und geschlossene

Strings, die topologisch

�

aquivalent einem Kreis S

1

sind.

Strings werden

�

ublicherweise durch eine Koordinate � parametrisiert, die von 0

bis � l

�

auft. Um die Bewegung des Strings zu beschreiben, wird eine zeitartige

Koordinate � eingef

�

uhrt, �

1

charakterisiert den Beginn, �

2

das Ende der Bewe-

gung. Der Parameterraum � = [�

1

; �

2

]� [0; �] (Rechteck


�

ache) f

�

ur o�ene Strings

bzw. � = [�

1

; �

2

] � S

1

f

�

ur geschlossene Strings wird als Welt


�

ache des Strings

bezeichnet. Versehen mit der Welt


�

achenmetrik h

��

mit �; � = 0; 1 kann sie als

Teilmenge des zweidimensionalen Minkowskiraums IR

1;1

aufgefa�t werden.

W

�

ahrend seiner Bewegung in der zun

�

achst als D - dimensional angenommenen

Raumzeit f

�

ullt der String eine Fl

�

ache aus, die in Verallgemeinerung der Weltlinie

eines Massenpunktes oft ebenfalls als Welt


�

ache bezeichnet wird. Mathematisch

wird sie als Abbildung X von der zweidimensionalen Welt


�

ache � in den D-

dimensionalen Minkowskiraum als Zielraum beschrieben,

X : �! IR

1;D�1

: (1.1)

Die Punkte im Zielraum haben die Koordinaten X

�

(�; �), als Zielraummetrik

wird �

��

= diag(�1; 1; : : : ; 1) gew

�

ahlt, �; � = 0; 1; : : : ;D � 1.

F

�

ur geschlossene Strings gilt

X

�

(�; � + 2�) = X

�

(�; �) 8� 2 [�

1

; �

2

]; (1.2)

f

�

ur o�ene Strings m

�

ussen an � = 0 und � = � Randwerte vorgeschrieben werden.

An eine Wirkung f

�

ur den String fordert man neben der Lorentzkovarianz, da� die

Physik unabh

�

angig von der Wahl der Welt


�

achenkoordinaten ist. Dies erf

�

ullt die

Polyakovwirkung

S[X;h] = �

1

4��

0

Z

�

p

�dethh

��

@

�

X

�

@

�

X

�

�

��

d�d�; (1.3)

wobei �; � = 0; 1 gilt, @

0

bzw. @

1

eine partielle Ableitung nach � bzw. � bedeuten

sollen und

1

2��

0

die Spannung des Strings ist.
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Die physikalischen Teilchen lassen sich als Eigenanregungen der Strings au�assen.

Als Bewegungsgleichung kann man in kovarianter Eichung (das hei�t, die Welt-




�

achenmetrik h

��

wird gleich der 
achen Metrik (�

��

) = diag(�1; 1) gew

�

ahlt)

�

@

2

�

� @

2

�

�

X

�

= 0 (1.4)

herleiten, die eindimensionale Wellengleichung. Die L

�

osung kann deshalb in der

Form

X

�

(�; �) = X

�

R

(� � �) +X

�

L

(� + �) (1.5)

dargestellt werden, X

�

R

beschreibt rechtslaufende, X

�

L

linkslaufende Terme.

Durch die Polyakovwirkung (1.3) wird ein sogenannter bosonischer String be-

schrieben. Der Grundzustand des bosonischen Strings ist tachyonisch (Zustand

mit negativemMassenquadrat), was auf eine Instabilit

�

at hindeutet, und die Theo-

rie enth

�

alt keine fermionischen Zust

�

ande. Durch Einf

�

uhrung der Supersymmetrie,

einer Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, wird dieses Problem behoben.

Durch die Supersymmetrie werden Teilchen unterschiedlichen Spins, aber gleicher

Masse, in Multipletts angeordnet. Verkn

�

upft werden jeweils Fermionen und Boso-

nen. Mathematisch wird Supersymmetrie durch eine nichttriviale Erweiterung der

Poincar�ealgebra um fermionischeGeneratoren realisiert. Diese

�

andern den Spin ei-

nes Feldes, auf das sie wirken, und gen

�

ugen im Gegensatz zu den Generatoren der

Poincar�ealgebra nicht Vertauschungsregeln, sondern Antivertauschungsregeln. Ist

Q ein fermionischer Generator, so gelten

fQ;Q

+

g � 


�

P

�

; [Q;P

�

] = 0; � = 0; : : : ; 3; (1.6)

wobei die P

�

die Generatoren der Translationsgruppe und 


�

die Dirac - Matrizen

sind.

Eine wiederholte Fermion - Boson - Transformation verschiebt ein Teilchen von

einem Ort zu einem anderen. Eine wiederholte Supersymmetrietransformation

ergibt damit eine Poincar�etransformation in der Raumzeit. Da die lokale Poin-

car�einvarianz zur allgemeinen Relativit

�

atstheorie f

�

uhrt, ist ein Zusammenhang

zwischen Supersymmetrie und Gravitation zu erwarten. Der Superpartner des

Spin - 2 - Gravitons ist ein Fermion mit dem Spin

3

2

, dieses Teilchen wird Gravi-

tino genannt.

Erweiterte Supersymmetrietheorien enthalten N Boson - Fermion - Transforma-

tionen, wobei f

�

ur die nat

�

urliche Zahl N 1 � N � 8 gilt. Jede dieser Theorien

kann mit einem Spin-2-Graviton und N Spin-

3

2

-Gravitini versehen werden.

Die Dimension des Zielraums ist in allen bekannten konsistenten Stringtheorien

h

�

ochstens gleich zehn. In der maximal m

�

oglichen Dimension zehn sind die Theo-

rien besonders einfach: In zehn Dimensionen gibt es nur vier konsistente Theorien

6



geschlossener Strings, den Typ IIA, den Typ IIB und den heterotischen String

mit der Eichgruppe SO(32) oder E

8

� E

8

. Alle diese Theorien sind Raumzeit -

supersymmetrisch. W

�

ahrend in den Typ II - Stringtheorien rechts- und linkslau-

fende Welt


�

achenfermionen existieren, enthalten die heterotischen Stringtheorien

nur in einer Richtung laufende Welt


�

achenfermionen.

Alle Theorien enthalten einen Skalar � (das Dilaton), ein Zweiformfeld B

��

und

ein metrisches Tensorfeld g

��

, das mit dem Graviton identi�ziert wird und bei

niedrigen Energien wie der metrische Tensor der allgemeinen Relativit

�

atstheorie

koppelt. Das Anregungsspektrum enth

�

alt unendlich viele massive Zust

�

ande, die

in Einheiten der Planckmasse quantisiert sind, aber nur endlich viele masselose.

Die Typ II - Theorien enthalten zwei Gravitini in ihrem Raumzeitspektrum, in

der Typ IIA - Theorie haben diese entgegengesetzte und in der Typ IIB - Theorie

die gleiche Chiralit

�

at.

Wird die charakteristische Skala der Stringtheorie etwa gleich der Planckmas-

se gew

�

ahlt, so ergeben sich als klassische Feldgleichungen die Einsteingleichun-

gen mit Korrekturtermen, es k

�

onnen Quantenkorrekturen zur allgemeinen Rela-

tivit

�

atstheorie berechnet werden. Der Niederenergielimes der Stringtheorie ist die

Quantenfeldtheorie.

Die Streuamplituden A wechselwirkender Strings kann man durch Summation

�

uber die Topologien der Welt


�

ache bestimmen, man erh

�

alt die formale Potenz-

reihe

A =

1

X

n=0

g

��

n

s

A

(n)

; (1.7)

dabei sind g

s

die dimensionslose Stringkopplungskonstante, A

(n)

die Streuam-

plitude auf einer Riemann


�

ache vom Geschlecht n und �

n

die Eulerzahl dieser

Fl

�

ache, �

n

= 2(1 � n). Eine St

�

orungsentwicklung ist damit f

�

ur g

s

< 1 m

�

oglich.

Alle supersymmetrischen Stringtheorien beschreiben die Raumzeitmit bis zu zehn

Dimensionen. Direkt beobachtbar sind jedoch nur drei Raum- und eine Zeitdi-

mension. Dies wird dadurch erkl

�

art, da� die zus

�

atzlichen Dimensionen

"

ganz klein

aufgerollt\ sind, so da� sie bisher nicht experimentell aufgel

�

ost werden k

�

onnen.

Realistische zehndimensionale Theorien haben deshalb einen Grundzustand der

FormM

4

�K, wobeiM

4

die vierdimensionale Minkowski - Raumzeit und K eine

kompakte sechsdimensionale Raumzeit bezeichnen.

Wenn die Struktur von K durch die (nichtlinearen) Gleichungen, denen das Gra-

vitationsfeld gen

�

ugt (im einfachsten Fall sind dies die Vakuum - Einsteinglei-

chungen), vollst

�

andig bestimmt ist, k

�

onnen keine Fluktuationen auftreten. Wenn

aber die Struktur von K nicht eindeutig bestimmt ist, sondern K einer kontinu-

ierlichen Familie angeh

�

ort, so sind Freiheitsgrade (

"

Moduli\) vorhanden, die in

der vierdimensionalen Theorie als masselose Spin - 0 - Teilchen auftreten, weil
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die Moduli dann auch als langsam ver

�

anderliche Funktionen der Koordinaten des

vierdimensionalen Minkowskiraums betrachtet werden k

�

onnen und deshalb wie

die Goldstone - Bosonen spontan gebrochener globaler Symmetrien als masselose

Felder wahrgenommen werden.

Zur Bestimmung des Spektrums der vierdimensionalen Theorie bestimmt man

die Bewegungsgleichungen kleiner Fluktuationen um den Grundzustand bis zur

linearen Ordnung.

In der folgenden Darstellung konzentriere ich mich auf Typ - II - Stringtheorien.

Die in dieser Arbeit durchzuf

�

uhrenden Rechnungen w

�

aren auch f

�

ur heterotische

Strings interessant, sind aber f

�

ur den Typ - II - String einfacher und stellen sich

dennoch als hinreichend kompliziert heraus.

Die einzige bekannte M

�

oglichkeit, die Existenz masseloser geladener Skalarfelder

zu erkl

�

aren, ist die Annahme, da� die vierdimensionale Raumzeit supersymme-

trisch ist.Damit die vierdimensionale Theorie wenigstens N = 1 supersymme-

trisch ist (Raum - Zeit - Supersymmetrie), mu� die sechsdimensionale Mannig-

faltigkeit K SU(3)-Holonomie (siehe Anhang B.7) haben. SU(3)-Holonomie im-

pliziert, da� die Metrik auf K Ricci - 
ach ist (der Ricci - Tensor verschwindet

identisch, zu dessen De�nition siehe Anhang A) und eine K

�

ahlermetrik ist (siehe

Anhang B.4). Eine Ricci - 
ache K

�

ahlermannigfaltigkeit wird als Calabi - Yau -

Mannigfaltigkeit bezeichnet (siehe Anhang B.7).

Komplex eindimensionaleCalabi - Yau - Mannigfaltigkeiten sind topologisch

�

aqui-

valent einem Torus T

2

, die komplex zweidimensionalen Calabi - Yau - Mannigfal-

tigkeiten sind alle topologisch

�

aquivalent einem Torus T

4

oder der K3 - Fl

�

ache,

in der komplexen Dimension drei gibt es zahlreiche verschiedene.

Ist die Holonomiegruppe von K genau SU(3), so ist K eine dreidimensionale

Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit CY

3

, es liegt (bei Typ - II - Theorien) N = 2

- Supersymmetrie vor. Hat K die Holonomiegruppe SU(2), dies entspricht dem

Produkt der (komplex) zweidimensionalen K3 - Fl

�

ache mit einem Torus T

2

, so

erh

�

alt man eine N = 4 - Supersymmetrie.

Die Massenskala der massiven Zust

�

ande des Teilchenspektrums der Stringtheo-

rien ist von der Gr

�

o�enordnung der Planckmasse, die massiven Moden k

�

onnen

deshalb experimentell nicht angeregt werden. Bei niedrigen Energien kann man

demzufolge die Stringtheorie als e�ektive Quantenfeldtheorie der masselosen An-

regungen beschreiben, die als Potenzreihe in der Zahl der Schleifen der massiven

Moden aufgefa�t werden kann.

Die exakte e�ektiveWirkung f

�

ur die masselosen Felder ist kompliziert, brauchbare

Formeln kann man aber durch Entwicklung nach der Anzahl der Raum - Zeit -

Ableitungen erhalten, weil jede solche Ableitung einen Faktor

E

M

Pl

zur Wirkung

beitr

�

agt, wobei M

P l

die Planckmasse und E die charakteristische Energieskala

einer Wechselwirkung ist.

8



Terme bis zu zwei Raum - Zeit - Ableitungen sind durch Symmetrien wie die

Forderung nach ungebrochener N = 2 - Supersymmetrie in der vierdimensionalen

Minkowski - Raumzeit oft so stark eingeschr

�

ankt, da� eine niederenergetische

e�ektive Wirkung berechnet werden kann.

Diese Wirkungen enthalten stets einen Term proportional der Einstein - Hilbert

- Wirkung

S

R

=

Z

M

p

�g

10

R

10

d

10

X; (1.8)

wobei g

10

die Determinante der Metrik und R

10

die skalare Kr

�

ummung (siehe

Anhang A) in zehn Dimensionen sind.

Durch Integration

�

uber die kompakte Mannigfaltigkeit K erh

�

alt man dann eine

dimensional reduzierte niederenergetische e�ektive Wirkung in vier Dimensionen.

Im folgenden Kapitel wird das Verfahren der Kompakti�zierung auf einer Calabi -

Yau - Mannigfaltigkeit am Beispiel von (1.8) vorgestellt. Ziel dieser Arbeit ist die

Kompakti�zierung des in der Typ - IIA - Theorie auftretenden Terms B^X

8

(zur

De�nition siehe Abschnitt 3.1) auf einer allgemeinen Calabi - Yau - Mannigfal-

tigkeit CY

3

, dies erfolgt im dritten Kapitel. Entwickelt wird dabei bis zu Termen

mit zwei Raum - Zeit - Ableitungen und bis zur zweiten Ordnung in den Modu-

lifeldern. An eine Zusammenfassung schlie�t sich dann ein Anhang an, in dem

die hier benutzten Konventionen aus der allgemeinen Relativit

�

atstheorie zusam-

mengefa�t sind. Im folgenden Anhang sind Grundlagen der Di�erentialgeometrie

zusammengestellt. Drei weitere Anh

�

ange enthalten die Details der Rechnungen

der Kapitel zwei und drei.
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Kapitel 2

Calabi - Yau - Kompakti�zierung

von Stringtheorien

Wenn nicht anders angegeben, folge ich in diesem Kapitel der Darstellung in [13].

Betrachtet wird nun eine zehndimensionale Minkowskiraumzeit der Form M

4

�

CY

3

, wobei M

4

der vierdimensionale Minkowskiraum und CY

3

eine (komplex)

dreidimensionale Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit sind.

Lateinische Gro�buchstaben A;B; : : : ;M;N = 1; : : : ; 10 bezeichnen im folgenden

die zehndimensionalen Indizes, griechische Buchstaben �; �; � = 1; : : : ; 4 die Indi-

zes des vierdimensionalen Minkowskiraums und lateinische Kleinbuchstaben mit

"

Hut\ â;

^

b; : : : ;

^

i;

^

j; : : : = 5; : : : ; 10 Calabi-Yau-Indizes, gequerte und ungequerte

lateinische Kleinbuchstaben deren Aufspaltung bez

�

uglich komplexer Koordina-

ten. Die Koordinaten von M

4

werden mit x

�

bezeichnet, � = 1; : : : ; 4, die Koor-

dinaten von CY

3

mit y

^

k

,

^

k = 5; : : : ; 10, die zehndimensionalen Koordinaten durch

X

M

, M = 1; : : : ; 10.

Der metrischeTensor g

MN

spaltet auf in den vierdimensionalenmetrischen Tensor

g

��

, Spin - 1 - Felder g

�;

^

k

und Spin - 0 - Felder g

m̂n̂

. Man kann zeigen, da� diese Fel-

der genau dann masselose Anregungen in vier Dimensionen haben, wenn ihr Cala-

bi - Yau - Anteil (die Felder werden in eine Summe

�

uber Funktionen abh

�

angig von

den vierdimensionalen Koordinaten multipliziert mit einer vollst

�

andigen Menge

von Funktionen der Koordinaten der Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit entwickelt)

in harmonische Di�erentialformen (siehe Anhang B.4, Gleichung (B.34)) auf der

Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit entwickelt werden kann.

Die Anzahl der harmonischen Di�erentialformen vom Grad (p; q) ist durch die

Hodgezahl h

p;q

CY

3

gegeben (siehe Anh

�

ange B.5, B.7). Da h

0;0

CY

3

= 1 ist (siehe (B.80)),

gibt es nur eine masselose Anregung des Typs g

��

(x

�

), das masselose Graviton.

h

1;0

CY

3

verschwindet (siehe (B.80)), masselose Eichbosonen als masselose Moden

der gemischten Komponenten g

�

^

i

des metrischen Tensors treten bei SU(3) - Ho-

lonomie also nicht auf.

10



Im folgenden sollen die masselosen Moden des metrischen Tensors g

^

i

^

j

von CY

3

bestimmt werden. Jede Metrikdeformation g

^

i

^

j

! g

^

i

^

j

+�g

^

i

^

j

, die die SU(3) - Holo-

nomie erh

�

alt,entspricht einer masselosen Mode der Vakuum - Einsteingleichungen

und damit einem masselosen Teilchen in der vierdimensionalen Raumzeit.

Die Metrik g

^

i

^

j

gen

�

uge den Vakuum - Einsteingleichungen

R

^

i

^

j

(g

^

l

^

k

) = 0: (2.1)

Entwickelt man

g

^

i

^

j

= g

0

^

i

^

j

+ h

^

i

^

j

(2.2)

um eine Ricci - 
ache Hintergrundmetrik g

0

^

i

^

j

mit der Deformation h

^

i

^

j

, so folgt

mit der Eichbedingung

g

^

i

^

k

D

^

k

h

^

i

^

j

=

1

2

g

^

i

^

k

D

^

j

h

^

k

^

i

(2.3)

durch Linearisierung daraus die Lichnerowicz-Gleichung

0

:

=

1

2

D

r̂

D

r̂

h

m̂

^

k

� g

0

^

lr̂

R

0

ŝ

m̂

^

k

^

l

h

r̂ŝ

(2.4)

(die Herleitung �ndet sich im Anhang C.1).

:

= bedeutet dabei Gleichheit bis auf Terme h

�

oherer Ordnung.

Aufgrund der Eigenschaften einer K

�

ahlermetrik gen

�

ugen die Deformationen mit

gemischten holomorphen und antiholomorphen Indizes (h

i

�

j

) und diejenigen mit

reinen Indizes (h

ij

; h

�

i

�

j

) dieser Gleichung jeweils separat (siehe (C.18), (C.19)).

Die Metrikdeformationen mit gemischten Indizes entsprechen den harmonischen

(1,1) - Formen, die mit reinen Indizes lassen sich eineindeutig den harmonischen

(2,1) - Formen der Mannigfaltigkeit zuordnen (vergleiche Anhang C.2).

Die in

�

aquivalenten harmonischen Deformationen der Calabi - Yau - Mannigfal-

tigkeit entsprechen also masselosen Skalarfeldern. Man entwickelt folglich

g

ij

= z

A

(x)�

A

ij

(y); A = 1; : : : ; h

1;2

CY

3

; (2.5)

g

i

�

j

= g

0

i

�

j

+ v̂

a

(x)!

a

i

�

j

(y); a = 1; : : : ; h

1;1

CY

3

; (2.6)

g

�

i

�

j

= �z

A

(x)�

A

�

i

�

j

(y); A = 1; : : : ; h

1;2

CY

3

; (2.7)

wobei !

a

i

�

j

(y) harmonische (1,1) - Formen und �

A

ij

(y) harmonischen (1,2) - Formen

zugeordnet sind. h

1;1

CY

3

und h

1;2

CY

3

sind dabei die Hodgezahlen der Calabi - Yau -

Mannigfaltigkeit (siehe Anhang B.5 und Anhang B.7), v̂

a

(x), a = 1; : : : ; h

1;1

CY

3

und

z

A

(x), A = 1; : : : ; h

1;2

CY

3

sind die skalaren Moduli.

Nun soll (1.8) kompakti�ziert werden. Dazu wird die zehndimensionale Metrik

g

MN

zerlegt in den vierdimensionalen Raumzeitanteil und einen sechsdimensio-

nalen Calabi - Yau - Anteil g

^

i

^

j

,

g

MN

((x; y)) =

�

g

(4)

��

(x) 0

0 g

^

i

^

j

(x; y)

�

: (2.8)
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Der zehndimensionale Ricciskalar R

10

wird dadurch zerlegt in

R

10

= R

4

+ 2g

��

R

^

k

�

^

k�

+ 2g

i

�

j

R

^

k

i

^

k

�

j

(2.9)

(siehe Gleichung E.2), wobei R

4

der Ricciskalar der vierdimensionalen Raumzeit

und R

L

KMN

der Riemanntensor sind.

Die Calabi - Yau - Metrik g

^

i

^

j

wird gem

�

a� (2.5) - (2.7) um eine Calabi - Yau -

Hintergrundmetrik g

0

^

i

^

j

entwickelt. Durch Vernachl

�

assigung h

�

oherer Potenzen von

!

a

und z

A

(x) erh

�

alt man (siehe Anhang E)

R

10

:

= R

4

�

1

2

g

��

g

0

i

�

l

g

0

m

�

k

!

a

1

m

�

l

!

a

2

i

�

k

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x)

+

3

2

g

��

g

0

i

�

k

g

0

�

jk

�

A

1

�

k

�

j

�

A

2

ki

�

@

�

�z

A

1

(x)

�

@

�

z

A

2

(x)

�g

��

g

0

i

�

j

g

0

l

�

k

!

a

1

i

�

j

!

a

2

l

�

k

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x): (2.10)

F

�

ur die Determinante g

10

der zehndimensionalen Metrik gilt

g

10

= g

4

� g

6

; (2.11)

wobei g

4

die Determinante der vierdimensionalen Metrik und g

6

diejenige der

Calabi - Yau -Metrik sind.

Durch De�nition der Metriken

G

a

1

a

2

= �

Z

CY

3

�

1

2

g

0

i

�

l

g

0

m

�

k

!

a

1

m

�

l

!

a

2

i

�

k

+ g

0

i

�

j

g

0

l

�

k

!

a

1

i

�

j

!

a

2

l

�

k

�

p

g

0

6

d

6

y;

(2.12)

G

A

1

A

2

=

Z

CY

3

3

2

g

0

i

�

k

g

0

�

jk

�

A

1

�

k

�

j

�

A

2

ki

p

g

0

6

d

6

y; (2.13)

erh

�

alt man aus (1.8) unter Verwendung von (2.10) und (2.11)

S

R

=

Z

M

4

�CY

3

p

�g

10

R

10

d

10

X

:

=

Z

M

4

�CY

3

p

�g

10

R

4

(x)d

10

X

+

Z

M

4

p

�g

4

g

��

�

G

a

1

a

2

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x)

+G

A

1

A

2

�

@

�

�z

A

1

(x)

�

@

�

z

A

2

(x)@

�

v̂

a

2

(x)

�

d

4

x; (2.14)
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die Metrik G auf dem Moduliraum spaltet auf gem

�

a�

G =

�

G

a

1

a

2

0

0 G

A

1

A

2

�

; (2.15)

der Calabi - Yau - Moduliraum bildet ein direktes Produkt.
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Kapitel 3

Kompakti�zierung von B ^X

8

auf

CY

3

3.1 Einleitung

In der Typ IIA - Stringtheorie tritt in zehn Dimensionen in der ersten Schleifen-

ordnung der Streuamplitude ein Wechselwirkungsterm der Form

�S = �

Z

M

4

�CY

3

B ^X

8

(R) (3.1)

auf, wobei B die im Spektrum der Theorie vorkommende Zweiform und X

8

(R)

eine Achtform, konstruiert als Polynom vierten Grades in der Kr

�

ummung sind

[26, 27],

X

8

(R) =

1

192

�

trR

4

�

1

4

�

trR

2

�

2

�

: (3.2)

B ^X

8

(R) wird mit dem zehndimensionalen Epsilontensor �

10

kontrahiert, es gilt

[14, 20]

B ^X

8

=

p

�g

10

�

10

BX

8

=

1

192

p

�g

10

�

10

B

�

trR

4

�

1

4

�

trR

2

�

2

�

=

p

�g

10

1

192

�

A

1

:::A

10

B

A

1

A

2

�

R

A

3

A

4

A

B

R

A

5

A

6

C

A

R

A

7

A

8

B

D

R

A

9

A

10

D

C

�

1

4

R

A

3

A

4

A

B

R

A

5

A

6

B

A

R

A

7

A

8

C

D

R

A

9

A

10

D

C

�

: (3.3)

Dieser Term soll in der vorliegenden Arbeit auf einer dreidimensionalen Calabi -

Yau - Mannigfaltigkeit kompakti�ziertwerden, wobei nur Terme bis zu zwei Raum
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- Zeit - Ableitungen ber

�

ucksichtigt werden sollen und bis zur zweiten Ordnung in

den Modulifeldern entwickelt wird.

3.2 Kompakti�zierung auf CY

3

.

Die zehndimensionale Metrik wird gem

�

a� (2.8) aufgespalten, die Calabi - Yau

- Metrik wird gem

�

a� (2.5) bis (2.7) um eine Calabi - Yau - Hintergrundmetrik

entwickelt.

Die Einzelheiten der Rechnung �nden sich in Anhang D, als Ergebnis erh

�

alt man

�

10

BX

8

:

=

1

6

B

��

�

����

�

ijk

�

�

l �m�n

�

g

0

b

�

k

1

g

0

o

�

j

�

�

A

1

�

k

1

�

j

�

A

2

oa

�

@

�

�z

A

1

(x)

��

@

�

z

A

2

(x)

�

+!

a

1

o

�

k

1

!

a

2

a

�

j

�

@

�

v̂

a

1

(x)

� �

@

�

v̂

a

2

(x)

�

�

�

R

0

i

�

lc

a

R

0

j �mb

d

R

0

k�nd

c

�

1

2

R

0

i

�

lb

a

R

0

j �mc

d

R

0

k�nd

c

�

+g

0

b

�

k

1

g

0

a

�

k

2

�

�

@

�

z

A

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x)

�

�

@

�

k

1

�

A

1

ia

�

D

�

k

2

!

a

2

c

�

l

+

�

@

�

k

2

�

A

1

ic

�

D

�

k

1

!

a

2

a

�

l

�

+

�

@

�

�z

A

2

(x)

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

�

@

c

�

A

2

�

k

2

�

l

�

D

a

!

a

1

�

k

1

i

+

�

@

a

�

A

2

�

k

1

�

l

�

D

c

!

a

1

�

k

2

i

�

�

�

@

�

z

A

1

(x)

�

@

�

�z

A

2

(x)

�

�

@

�

k

1

�

A

1

ia

�

@

c

�

A

2

�

k

2

�

l

+

�

@

�

k

2

�

A

1

ic

�

@

a

�

A

2

�

k

1

�

l

�

�

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x)

�

�

D

a

!

a

1

�

k

1

i

�

D

�

k

2

!

a

2

c

�

l

+

�

D

c

!

a

1

�

k

2

i

�

D

�

k

1

!

a

2

a

�

l

�

�

R

0

j �mb

d

R

0

k�nd

c

+

1

2

g

0

b

�

k

2

g

0

c

�

k

1

�

�

@

�

z

A

1

(x)

�

@

�

v̂

a

2

(x)

�

�

@

�

k

2

�

A

1

ia

�

D

�

k

1

!

a

2

d

�

l

+

�

@

�

k

1

�

A

1

id

�

D

�

k

2

!

a

2

a

�

l

�2

�

@

�

k

1

�

A

1

ia

�

D

�

k

2

!

a

2

d

�

l

�

+

�

@

�

�z

A

2

(x)

�

@

�

v̂

a

1

(x)

�

�

@

d

�

A

2

�

k

1

�

l

�

D

a

!

a

1

�

k

2

i

+

�

@

a

�

A

2

�

k

2

�

l

�

D

d

!

a

1

�

k

1

i
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�2

�

@

d

�

A

2

�

k

2

�

l

�

D

a

!

a

1

�

k

1

i

�

�

�

@

�
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@
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�
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�
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+
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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�
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2

!
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2
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�
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�
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�
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2

d
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l

�

�
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1

4
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�
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�
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�

A

1

ia

�

D

�

k

2

!

a

2

b

�
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+
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�
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�
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�
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�

�z

A

2

(x)

�

@

�

k

1

�
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�
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�
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�
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�
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�

v̂
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�

D

a

!
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�
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D

�

k

2

!

a

2

b

�

l

�

R

0

j �mc
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R
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�

: (3.4)

Durch De�nition von

G

A

1

A
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=

Z
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3

p
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�
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�
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�
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�
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�
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ImGegensatz zur Kompakti�zierung des R-Terms in Kapitel zwei treten hier auch

Ableitungen der harmonischen Formen auf, und der Calabi - Yau - Moduliraum

faktorisiert nicht in ein direktes Produkt, (3.7) und (3.8) mischen die (1,1) und die

(1,2) - Formen. Dies steht im Widerspruch zur N = 2-Supersymmetrie, die eine

Faktorisierung verlangt [9, 22, 25, 29]. Dies kann bedeuten, da� entweder neben

(3.1) weitere Korrekturen der Wirkung ber

�

ucksichtigt werden m

�

u�ten, oder (3.7)

und (3.8) durch geschickte Umformungen zum Verschwinden gebracht werden

k

�

onnen.

Es ist mir jedoch nicht gelungen, die Ausdr

�

ucke durch Techniken wie partielle

Integration, die Ausnutzung der Eigenschaften von Calabi - Yau - Mannigfaltig-

keiten und der Identit

�

aten des Riemanntensors oder der Eigenschaften der harmo-

nischen Formen (siehe Anhang C.3) zu vereinfachen. Es gibt auch keinen Grund

anzunehmen, da� die harmonischen Formen kovariant konstant sein k

�

onnten [7],

und f

�

ur die K3-Fl

�

ache wei� man auch, da� sie es nicht sind [21].

Um die Konsistenz dieses Ergebnisses zu pr

�

ufen, wird nun der Spezialfall einer

K3 � T

2

- Mannigfaltigkeit betrachtet. Da er in der Typ - II - Stringtheorie zu

einer N = 4 - Supersymmetrie f

�

uhrt und bekannt ist, da� die kinetischen Terme

der Modulifelder keine Quantenkorrekturen erfahren, ist zu erwarten, da� der

Korrekturterm verschwindet[12, 18].

3.3 K3� T

2

Betrachtet werde nun der Spezialfall, da� die dreidimensionale Calabi - Yau Man-

nigfaltigkeit gleich K3� T

2

ist. Die Metrik spaltet in diesem Fall gem

�

a�

g
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((x; y; z)) =
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��
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0 g
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auf, die K3- und T

2

- Metriken werden gem

�
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â

K

^

b

K

(y

ĉ
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um Calabi - Yau - Hintergrundmetriken g

0K

auf einer K3-Fl

�

ache bzw. g

0T

auf

einem Torus T

2

entwickelt. Die Aufspaltung der Calabi-Yau-Indizes in K3- und

T

2

-Indizes wird durch tiefgestellte K und T erreicht, die K3-Indizes laufen hier

von 5 bis 8, die T

2

-Indizes von 9 bis 10. Die Koordinaten auf der K3-Fl

�

ache

werden mit y und diejenigen auf dem Torus mit z bezeichnet.

Aus (D.3) bis (D.7) folgt: Christo�elsymbole, die sowohl einenK3- als auch einen

T

2

-Index haben, verschwinden.

Aus (D.9) bis (D.19) folgt damit: Komponenten des Kr

�

ummungstensors R mit

einem oder zwei Raumzeitindizes und gemischtenK3- und T

2

-Indizes verschwin-

den, ebenso die Komponenten von R

0

mit gemischten K3- und T

2

-Indizes.

Au�erdem verschwinden die Komponenten des Kr

�

ummungstensors des Torus.
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mit (D.68) folgt unter Ber

�

ucksichtigung von (B.78) (es existieren bis auf Vielfache

nur eine (1,1)-Form und keine (2,1)-Formen und demzufolge keine �)
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die rechte Seite verschwindet, weil in der eckigen Klammer ein in � und � sym-

metrischer Ausdruck steht, der mit dem Epsilontensor kontrahiert wird. Dieses

Ergebnis best

�

atigt die Konsistenz der Rechnungen.
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Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Korrektur der Einstein - Hilbert - Wir-

kung, ein Kr

�

ummungsterm h

�

oherer Ordnung, der in der Typ - IIA - Stringtheorie

auftritt, kompakti�ziert. Es zeigte sich, da� im Gegensatz zur Kompakti�zie-

rung des Ricciskalars hier auch gemischte Produkte der harmonischen (1; 1)- und

(1; 2)-Formen auftreten, die aufgrund der aus der N = 2-Supersymmetrie folgen-

den Faktorisierung des Calabi - Yau - Moduliraumes verschwinden sollten, aber

nicht zum Verschwinden gebracht werden konnten.

Eine Ursache daf

�

ur k

�

onnte sein, da� weitere Korrekturen der Wirkung ber

�

uck-

sichtigt werden m

�

ussen. Eine weitere m

�

ogliche Ursache ist, da� Ricci - 
ache

Hintergr

�

unde und damit Calabi - Yau - Mannigfaltigkeiten nur n

�

aherungsweise

L

�

osungen der Bewegungsgleichungen sind. Nichtst

�

orungstheoretische Rechnungen

k

�

onnten das Ergebnis modi�zieren.
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Anhang A

Zusammenstellung der in der

allgemeinen Relativit

�

atstheorie

verwendeten Konventionen

Mit der symmetrischen Metrik g

MN

und g

KL

g

LM

:= �

M

K

sind die Christo�elsym-

bole de�niert durch

�

K

LM

=

1

2

g

KN

(@

L

g

NM

+ @

M

g

NL

� @

N

g

LM

) : (A.1)

F

�

ur den Riemanntensor gilt

R

K

LMN

= @

M

�

K

LN

� @

N

�

K

LM

+ �

P

LN

�

K

PM

� �

P

LM

�

K

PN

: (A.2)

F

�

ur den Riccitensor ergibt sich

R

KL

= R

M

KML

; (A.3)

der Ricciskalar oder Kr

�

ummungsskalar schlie�lich ist de�niert durch

R = g

KL

R

KL

: (A.4)
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Anhang B

Grundlagen der

Di�erentialgeometrie

In diesem Anhang sind grundlegende Begri�e und Zusammenh

�

ange der Di�eren-

tialgeometrie zusammengestellt. Ich habe dabei auf die Darstellungen in [1, 4, 5,

10, 13, 15, 16, 19, 20, 23] zur

�

uckgegri�en.

B.1 Topologische R

�

aume und Mannigfaltigkei-

ten

Sei X eine beliebige Menge. Ein System S von Teilmengen von X, das den Be-

dingungen

a) ; 2 S,

b) mit O

1

2 S, O

2

2 S ist O

1

\O

2

2 S,

c) die Vereinigung [

�

O

�

beliebig vieler Mengen O

�

2 S geh

�

ort zu S

gen

�

ugt, hei�t eine Topologie

�

uber X. Sie charakterisiert Lagebeziehungen der

Elemente inX. Z = (X;S) hei�t topologischer Raum. Die Elemente von S hei�en

S-o�ene Mengen von X beziehungsweise o�ene Mengen von Z.

Ein System B von o�enen Mengen des topologischen Raumes Z hei�t eine Ba-

sis von Z oder Basis der Topologie von Z, wenn jede o�ene Menge aus Z als

Vereinigung von Mengen aus B darstellbar ist.

Seien (X;S), (Y; T ) topologische R

�

aume. Eine Abbildung f : (X;S) ! (Y; T )

hei�t in einem Punkt x 2 X mit dem Bild y = f(x) (lokal) stetig, wenn es zu

22



jeder Umgebung V (y) � T von y eine Umgebung U(x) � S von x gibt, f

�

ur die

f(U(x)) � V (y) gilt. f hei�t in (X;S) (global) stetig, wenn f in jedem Punkt

x 2 X stetig ist.

Eine stetige Abbildung f : (X;S) ! (Y; T ) hei�t topologisch oder Hom

�

oomor-

phismus, wenn es eine stetige Umkehrabbildung

g : (Y; T )! (X;S) (B.1)

gibt mit gf = fg =id.

(X;S) und (Y; T ) hei�en hom

�

oomorph, wenn es eine topologische Abbildung

f : (X;S)! (Y; T ) (B.2)

gibt.

Ein n-dimensionaler topologischer Raum M hei�t n-dimensionale Mannigfaltig-

keit, wenn er

� n-dimensional lokal euklidisch ist (das hei�t, jeder Punkt x 2 M besitzt

eine o�ene Umgebung U , die zu einer o�enen Teilmenge V des euklidischen

IR

n

hom

�

oomorph ist, h : U ! V hei�t Kartenabbildung, (U; h) Karte oder

lokales Koordinatensystem von M um x, x

h

:= h(x) lokale Koordinate des

Punktes x in der Karte (U; h), h

�1

: V ! U lokale Parametrisierung vonM

um x, eine Menge von Karten von M hei�t Atlas, wenn ihre Kartengebiete

M

�

uberdecken),

� das Hausdor�sche Trennungsaxiom erf

�

ullt ist (das hei�t, zu je zwei Punkten

x; y 2 M mit x 6= y gibt es stets fremde Umgebungen U(x) und V (y),

U(x) \ V (y) = ;),

� eine abz

�

ahlbare Basis f

�

ur seine Topologie besitzt.

Sind (U

1

; h

1

; V

1

), (U

2

; h

2

; V

2

) Karten vonM , so erh

�

alt man auf dem Durchschnitt

U

1

\ U

2

zwei Karten durch Einschr

�

ankung, die sich um eine Koordinatentrans-

formation (Kartenwechsel)

h

2

h

�1

1

: h

1

(U

1

\ U

2

)! h

2

(U

1

\ U

2

) (B.3)

unterscheiden (Hom

�

oomorphismus zwischen o�enen Teilmengen des IR

n

). Sind

h

2

h

�1

1

und h

1

h

�1

2

C

k

-Abbildungen, so hei�en (U

1

; h

1

; V

1

), (U

2

; h

2

; V

2

) C

k

-verbunden.

Sind je zwei Karten eines Atlas C

k

-verbunden, so hei�t er ein C

k

-Atlas.
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Ist A ein di�erenzierbarer Atlas von M , so bildet die Gesamtheit der Karten von

M , die mit Karten von A di�erenzierbar verbunden sind, einen di�erenzierba-

ren Atlas D(A) (eindeutig bestimmter maximaler di�erenzierbarer Atlas, der A

enth

�

alt).

Eine di�erenzierbare Struktur auf M ist ein maximaler di�erenzierbarer Atlas D

auf M . (M;D) hei�t n-dimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeit.

Seien M , N di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten. f : M ! N hei�t di�erenzier-

bar in x 2 M , wenn f in x stetig ist und f

�

ur eine (also jede) Karte (U; h; U

0

)

um x, (V; k; V

0

) um f(x) kfh

�1

in h(x) di�erenzierbar ist, f hei�t di�erenzier-

bar, wenn f in jedem Punkt von M di�erenzierbar ist. Eine di�erenzierbare

Abbildung f : M ! N hei�t Di�eomorphismus, falls es eine di�erenzierbare

Umkehrabbildung gibt. M , N hei�en di�eomorph, wenn es einen Di�eomorphis-

mus f : M ! N gibt. Zwei di�erenzierbare Strukturen D

1

, D

2

hei�en gleich,

wenn (M;D

1

) und (M;D

2

) di�eomorph sind. Werden nur Kartenwechsel mit

eingeschr

�

ankten Eigenschaften zugelassen, so lassen sich weitere Strukturen auf

Mannigfaltigkeiten de�nieren, z. B. komplexe Mannigfaltigkeiten durch komplex-

di�erenzierbare Kartenwechsel. Eine komplex 1-dimensionale komplexe Mannig-

faltigkeit hei�t Riemannsche Fl

�

ache.

Zwei di�erenzierbare Atlanten von M hei�en

�

aquivalent, falls sie den gleichen

maximalen Atlas besitzen. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Vereinigung

wieder ein Atlas von M ist.

Seien x

�

= (x

1

; : : : ; x

n

) und x

 

= (x

01

; : : : ; x

0n

) lokale Koordinaten von x 2 M

mit den Karten (U; �) und (V;  ). M hei�t orientierbar, falls ein

�

aquivalenter

Atlas A von M existiert, so da� alle Funktionaldeterminanten

J(x

�

) =

@(x

0

1

; : : : ; x

0

n

)

@x

1

; : : : ; x

n

(x

�

) (B.4)

f

�

ur alle Kartenpunkte x

�

von A und alle Kartentransformationen positiv sind. A

hei�t dann orientierter Atlas, (M;A) orientierte Mannigfaltigkeit.

Analog zu n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten de�niert man Mannigfaltigkeiten

mit Rand. Hier fordert man jedoch, da� sich die Kartenbilder U

�

als Durch-

schnitt zwischen einer o�enen Menge des IR

n

und dem abgeschlossenen Halbraum

HIR

n

= f(x

1

; : : : ; x

n

) 2 IR

n

: x

1

� 0g darstellen lassen. x 2M hei�t Randpunkt,

wenn x

�

Randpunkt von HIR

n

ist, also x

1

�

= 0. Jede Mannigfaltigkeit ist eine

Mannigfaltigkeit mit (leerem) Rand. Ist M orientiert bez

�

uglich des Atlas A mit

den Kartenbildern U

�

, so erzeugt A einen Atlas A

0

des Randes @M mit den

Kartenbildern

V

�

= @U

�

\ @(HIR

n

); (B.5)

@M hei�t dann korientorientierte (n� 1)-dimensionale Randmannigfaltigkeit.
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B.2 Di�erentialformen

Ein Tangentenvektor an M im Punkt x ist die Gesamtheit aller Kurven y = y(t)

durch x, die in einer festen Karte (U; �) zu x den gleichen Tangentenvektor v

�

im

Kartenpunkt x

�

besitzen (y

�

(0) = x

�

, v

�

= _y

�

(0) hei�t Repr

�

asentant des Tangen-

tenvektors v bez

�

uglich der Karte (U; �) ). Besitzt y

�

in x

�

den Tangentenvektor

(e

j

)

�

:= (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0), so ist (e

j

)

�

Repr

�

asentant von e

j

.

Die Gesamtheit aller Tangentenvektoren von M im Punkt x bildet den (linea-

ren) n-dimensionalen Tangentialraum TM

x

. Die Vektoren e

1

; : : : ; e

n

bilden die

nat

�

urliche Basis von TM

x

bez

�

uglich der Karte (U; �), f

�

ur v 2 TM

x

gilt v = v

j

e

j

.

Die Komponenten v

j

von v bilden einen kontravarianten Tensor im Punkt x, d.h.,

wenn (U; �) und (V;  ) zwei Karten zur Beschreibung des Punktes x sind und die

lokalen Koordinaten die Form x

�

= (x

1

; : : : ; x

n

) und x

 

= (x

01

; : : : ; x

0n

) haben,

so gilt

v

0j

=

@x

0j

(x

�

)

@x

k

v

k

: (B.6)

Die Basisvektoren e

j

transformieren sich unter einem Kartenwechsel wie ein ko-

varianter Tensor:

e

0

j

=

@x

i

(x

�

)

@x

0j

e

i

: (B.7)

Da f

�

ur partielle Ableitungen gilt

@

j

f

0

=

@f

@x

0j

=

@f

@x

i

@x

i

@x

0j

=

@x

i

@x

0j

@

i

f; (B.8)

kann f

�

ur e

j

die formale Bezeichnung @

j

eingef

�

uhrt werden, in diesem Sinn identi-

�ziert man Tangentenvektoren mit linearen Di�erentialoperatoren.

Den Dualraum des Tangentialraums TM

x

einer Mannigfaltigkeit M im Punkt x

bezeichnet man als Kotangentialraum TM

?

x

. Sei (U; �) eine feste Karte f

�

ur den

Punkt x von M . F

�

ur alle Tangentenvektoren v = v

j

e

j

im Punkt x wird de�niert

dx

j

(v) = v

j

; j = 1; : : : ; n (Basiskotangentenvektoren). F

�

ur w 2 TM

?

x

folgt damit

w = w

j

dx

j

mit w

j

= w(e

j

).

Ein Tensor A vom Typ (p; q) im Punkt x 2M ist eine multilineare Abbildung

A : TM

x

� : : :� TM

?

x

! IR; (B.9)

wobei TM

x

p-fach und TM

?

x

q-fach auftreten. Also gilt: Jeder Tangentenvektor

ist Tensor vom Typ (1,0), jeder Kotangentenvektor ist Tensor vom Typ (0,1). Sei

(U; �) Karte f

�

ur x 2 M , fe

1

; : : : ; e

n

g bzw. fdx

1

; : : : ; dx

n

g die nat

�

urlichen Basen

25



im Tangentialraum TM

x

bzw. im Kotangentialraum TM

?

x

bez

�

uglich (U; �). F

�

ur

einen Tensor A vom Typ (p; q) im Punkt x gilt dann

A(v

i

1

e

i

1

; : : : ; v

i

p

e

i

p

; v

j

1

dx

j

1

; : : : ; v

j

q

dx

j

q

) = v

i

1

: : : v

i

p

v

j

1

: : : v

j

q

A

j

1

:::j

q

i

1

:::i

p

(B.10)

mit den Komponenten

A

j

1

:::j

q

i

1

:::i

p

:= A(e

i

1

; : : : ; e

i

p

; dx

j

1

; : : : ; dx

j

q

); (B.11)

die sich bei Kartenwechsel wie ein q-fach kontravarianter und p-fach kovarianter

Tensor transformieren. Es gilt

A = A

j

1

:::j

q

i

1

:::i

p

dx

i

1


 : : : dx

i

p


 e

j

1


 : : :
 e

j

q

: (B.12)

Ist A = A(x) eine Abbildung, die jedem x 2 M einen Tensor A(x) vom Typ

(p; q) zuordnet, dessen Komponenten A

j

1

:::j

q

i

1

:::i

p

C

k

-Funktionen sind, so hei�t A C

k

-

Tensorfeld vom Typ (p; q) der MannigfaltigkeitM . Ein schiefsymmetrischer Ten-

sor vom Typ (p,0) wird als alternierende Di�erentialform vom Grade p (kurz:

p-Form) bezeichnet. Ist ! p-Form und � q-Form, so wird die (p + q)-Form ! ^ �

durch

(! ^ �)(a

1

; : : : ; a

p+q

) =

1

p!q!

X

�(a

1

;:::;a

p+q

)

(sign�)�[!(a

1

; : : : ; a

p

)�(a

p+1

; : : : ; a

p+q

)]

(B.13)

de�niert, diese alternierende Multiplikation ist assoziativ und distributiv, es gilt

! ^ � = (�1)

pq

� ^ !: (B.14)

Ist dx

1

; : : : ; dx

n

die nat

�

urliche Basis von TM

?

x

bez

�

uglich der Karte (U; �) f

�

ur den

Punkt x 2M , dann l

�

a�t sich jede p-Form ! in x eindeutig darstellen als

! =

1

p

a

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

; (B.15)

wobei a

i

1

:::i

p

schiefsymmetrisch bez

�

uglich aller Indizes ist und sich bei Karten-

wechsel wie ein p-fach kovarianter Tensor transformiert.

B.3 Alternierende Di�erentiation, Integration von

Di�erentialformen

Seien M und N Mannigfaltigkeiten. f :M ! N hei�t glatt, falls f

�

ur alle x 2M

und f(x) 2 N Karten (U; �) von M und (V;  ) von N existieren, so da� die
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durch f in den Karten induzierte Abbildung f

� 

=  f�

�1

partielle Ableitungen

beliebiger Ordnung besitzt.

Ist f :M ! N glatt, so existiert f

�

ur alle x 2M die Tangentialabbildung

T

x

f : TM

x

! TN

f(x)

: (B.16)

Ist y = y(t) Kurve auf M durch x mit dem Tangentialvektor v, dann ist z =

f(y(t)) Kurve auf N mit dem Tangentialvektor ! im Punkt f(x), (T

x

f)v := !.

Ein p-Formenfeld der Glattheit C

k

auf M (p-C

k

-Form) ist eine Abbildung

! = !(x) =: !

x

, die jedem x 2 M eine p-Form !(x) zuordnet, wobei die Kom-

ponenten von ! ein schiefsymmetrisches, p-fach kovariantes C

k

-Tensorfeld auf M

bilden.

Zu jedem p � 0 gibt es eine eindeutig bestimmte Operation

"

d\ (

"

alternierende

Di�erentiation\), die jede p-C

k

-Form ! aufM (k � 2) in eine (p+1)�C

k�1

-Form

d! auf M

�

uberf

�

uhrt und die Eigenschaften hat:

� Ist f eine 0-Form, dann gilt df = Tf , d.h. df

x

= T

x

f 8x 2M .

� Sind ! und � p-Formen, so gilt d(! + �) = d! + d�.

� Ist ! p-Form und � q-Form, dann gilt d(! ^ �) = d! ^ � + (�1)

p

! ^ d�.

� d(d!) = 0.

Ist (U; �) Karte zu x 2M , so gilt f

�

ur eine p-Form ! auf M in x mit p � 1

!

x

=

1

p

a

i

1

:::i

p

(x

�

)dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

; (B.17)

d!

x

=

1

p

da

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

(B.18)

mit

da

i

1

:::i

p

= @

j

a

i

1

:::i

p

(x

�

)dx

j

: (B.19)

F

�

ur p=0 ist ! reelle Funktion auf M , es gilt d!

x

= @

j

a(x

�

)dx

j

mit a(x

�

) = !

x

.

Sei M eine n-dimensionale reelle kompakte orientierte Mannigfaltigkeit, � eine

stetige n-Form. Da M kompakt ist, existieren aus dem zugeh

�

origen orientierten

Atlas endlich viele Karten (U

j

; �

j

); j = 1; : : : ; J; so da� M �

S

J

j=1

U

j

.
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Sei ff

j

g eine Zerlegung der 1:

J

P

j=1

f

j

(x) = 18x 2 M mit f

j

: M ! IR stetig,

f

j

= 0 au�erhalb einer kompakten Teilmenge von U

j

, 0 � f

j

(x) � 18x 2 M .

Dann wird das Integral

R

M

� de�niert durch

Z

M

� :=

J

X

j=1

Z

U

j

f

j

�; (B.20)

wobei

Z

U

j

f

j

� =

Z

�

j

(U

j

)

a(x

�

j

)dx

1

: : : dx

n

; (B.21)

wenn f

j

� = adx

1

^ : : : ^ dx

n

. Diese Integralde�nition ist unabh

�

angig von der

gew

�

ahlten

�

Uberdeckung und der Partition der 1.

Ist M komplexe Mannigfaltigkeit, so gilt f

�

ur

!

r;s

z

= a

i

1

:::i

r

j

1

:::j

s

dz

i

1

^ : : : ^ dz

i

r

^ dz

j

1

^ : : : ^ dz

j

s

(B.22)

(als reelle (r + s)-Form au�a�bar)

d!

r;s

z

=

@a

i

1

:::i

r

j

1

:::j

s

@z

i

r+1

dz

i

r+1

^ dz

i

1

^ : : : ^ dz

i

r

^ dz

j

1

^ : : : ^ dz

j

s

+

@a

i

1

:::i

r

j

1

:::j

s

@z

j

s+1

dz

i

1

^ : : : ^ dz

i

r

^ dz

j

s+1

^ dz

j

1

: : : ^ dz

j

s

; (B.23)

kurz:

d!

r;s

z

= @!

r;s

+ @!

r;s

: (B.24)

(als reelle (r + s+ 1)-Form au�a�bar).

Es gelten:

Satz von Stokes: Ist ! eine (n � 1) � C

1

-Form auf einer n-dimensionalen reel-

len orientierten kompakten Mannigfaltigkeit M mit koh

�

arent orientiertem Rand

@M;n � 1, so gilt

Z

@M

! =

Z

M

d!: (B.25)

Satz von Poincar�e: Ist � eine p � C

1

-Form auf einer n-dimensionalen reellen

MannigfaltigkeitM mit d� = 0, 1 � p � n, so ist � lokal exakt, zu jedem x 2M
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existieren eine o�ene Menge O mit x 2 O und eine Di�erentialform ! auf O, so

da� d! = � auf O.

Satz von de Rham: Ist � n � C

1

-Form, n � 1, auf der n-dimensionalen zu-

sammenh

�

angenden kompakten reellen Mannigfaltigkeit M , so ist � exakt, d.h.,

d! = � auf M hat eine L

�

osung ! genau dann, falls

R

M

� = 0 gilt.

Falls aufM eine stetige n-Form ! existiert, die in keinem Punkt vonM identisch

verschwindet, d.h., 8x 2M9� 2 TM

x

mit !(�) 6= 0, so ist M orientierbar.

B.4 Riemannsche, fast-komplexe und K

�

ahlerman-

nigfaltigkeiten

Eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M hei�t Riemannsche Mannigfaltig-

keit, wenn auf M ein symmetrisches nichtentartetes Tensorfeld g vom Typ (2,0)

gegeben ist, d.h., 8x 2M existiert eine quadratische Form g

x

mit

� g

x

(v;w) = g

x

(w; v)8v;w 2 TM

x

,

� Aus g

x

(v;w) = 08v 2 TM

x

folgt w=0.

Durch (vjw) := g

x

(v;w) 8v;w 2 TM

x

wird ein inneres Produkt de�niert auf allen

Tangentialr

�

aumen TM

x

.M hei�t eigentlich, wenn aus (vjv) = 0 stets v = 0 folgt.

Dann ist (�j�) ein Skalarprodukt, die Tangentialr

�

aume werden damit zu reellen

Hilbertr

�

aumen.

Ist in einer Karte fe

1

; : : : ; e

n

g die nat

�

urliche Basis, so gilt mit g

ij

:= g(e

i

; e

j

)

g = g

ij

dx

i


 dx

j

: (B.26)

Sei g

ik

g

kj

:= �

j

i

. Die Christo�elsymbole sind de�niert durch �

k

ij

:= g

km

�

ij;m

mit

�

ij;m

:=

1

2

(@

i

g

jm

+ @

j

g

im

� @

m

g

ij

): (B.27)

Es gelten �

ij;m

= �

ji;m

, �

k

ij

= �

k

ji

und �

k

kj

= @

j

ln jdet(g

i;j

)j

1

2

.

Ist a

i

1

:::i

k

j

1

:::j

m

ein Tensorfeld, so ist die kovariante Ableitung

D

i

a

i

1

:::i

k

j

1

:::j

m

:= @

i

a

i

1

:::i

k

j

1

:::j

m

+

k

X

�=1

�

i

�

is

a

i

1

:::s:::i

k

j

1

:::j

m

�

m

X

�=1

�

s

ij

�

a

i

1

:::i

k

j

1

:::s:::j

m

(B.28)
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(der Summationsindex s steht an �-ter Stelle) ein k-fach kontravariantes und

(m+ 1)-fach kovariantes Tensorfeld.

Die kovariante Ableitung in Richtung eines Vektorfeldes v

j

wird durch D

v

:=

v

j

D

j

de�niert, die absolute Ableitung entlang einer Kurve x

j

= x

j

(�)

D

d�

durch

D

d�

:= D

_x

. Ein Tensorfeld t

:::

:::

hei�t parallel l

�

angs der Kurve C, falls

Dt

:::

:::

d�

= 0 l

�

angs

C gilt.

F

�

ur ! =

1

p!

!

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

sei

�! :=

1

p!(n� p)!

�

i

1

:::i

n

p

jdet gjg

i

1

j

1

: : : g

i

p

j

p

!

j

1

:::j

p

dx

i

p+1

^ : : : ^ dx

i

n

(B.29)

der Hodge-�-Operator. F

�

ur p = 0; : : : ; n ist der lineare Operator

� : �

p

(M) ! �

n�p

(M) (B.30)

bijektiv. Dabei ist �

p

(M) der lineare Raum aller p-Formen auf der n-dimensionalen

Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann f

�

ur eine p-Form ! durch

d

+

: ! ! d

+

! = �

1

(p� 1)!

D

k

!

km

2

:::m

p

dx

m

2

^ : : : ^ dx

m

p

(B.31)

die adjungierte Operation zur alternierenden Di�erentiation

"

d\ de�niert werden,

sie bildet p-Formen auf p � 1-Formen ab. Es gelten

d

+

�

d

+

!

�

= 0; d

+

= (�1)

np

� d � : (B.32)

Der Laplaceoperator auf p-Formen (Hodge - de Rham - Operator) wird de�niert

durch

� = d

+

d + dd

+

: (B.33)

Eine p-Form ! hei�t harmonisch, wenn gilt

�! = 0: (B.34)

Dies ist

�

aquivalent zu

d! = 0 = d

+

!: (B.35)

Eine 2n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M hei�t fast-komplex, wenn jedem

Punkt x 2 M eine lineare bijektive Abbildung J : TM

x

! TM

x

des Tangen-

tialraumes zugeordnet ist mit J

2

= �id. Fast-komplexe Mannigfaltigkeiten sind

orientierbar.
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Eine Riemannsche Metrik g auf einer fast-komplexen MannigfaltigkeitM mit der

zus

�

atzlichen Eigenschaft

g

x

(Ju; Jv) = g

x

(u; v)8u; v 2 TM

x

;8x 2M (B.36)

hei�t hermitesche Metrik.

Die 2-Form

� : �

x

(u; v) := g

x

(u; Jv)8u; v 2 TM

x

;8x 2M (B.37)

hei�t Fundamentalform der hermiteschen Metrik. Gilt d� = 0, so hei�t g K

�

ahler-

metrik,M hei�t fast-K

�

ahlermannigfaltigkeit.

Ist M eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, so besitzen die lokalen

Koordinaten z

1

; : : : ; z

n

von M in einer Karte die Darstellung

z

j

= x

j

+ iy

j

; y

j

2 IR; j = 1; : : : ; n: (B.38)

Durch Zuordnung der 2n reellen Zahlen x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

zu den n komplexen

Zahlen z

1

; : : : ; z

n

erh

�

alt man mit

J(x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

) = (�y

1

; : : : ;�y

n

; x

1

; : : : ; x

n

) (B.39)

eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit, bei welcher die so zugeordnete fast-komplexe

Mannigfaltigkeit eine fast-K

�

ahlermannigfaltigkeit ist, hei�t K

�

ahlermannigfaltig-

keit. In lokalen Koordinaten gilt

ds

2

= g

jk

dz

j

dz

k

; (B.40)

g

jk

= g

kj

; (B.41)

� = �ig

jk

dz

j

^ z

k

; (B.42)

d� = 0; (B.43)

f

�

ur die Christo�elsymbole in komplexen Koordinaten gilt

�

l

jk

= g

ls

@g

ks

@z

j

; (B.44)

�

l

jk

= g

ls

@g

ks

@z

j

; (B.45)

alle anderen verschwinden.

F

�

ur den Riemanntensor folgt

R

i

�

jk

�

l

= g

i�s

@

k

�

�s

�

j

�

l

= R

k

�

ji

�

l

= R

i

�

lk

�

j

= �R

�

jik

�

l

= R

�

ji

�

lk

= �R

i

�

j

�

lk

; (B.46)
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alle anderen Komponenten verschwinden.

Die einzigen nichtverschwindenden Komponenten des Ricci - Tensors sind damit

R

�

ij

= R

�

k

�

i

�

kj

= �@

j

�

�

k

�

i

�

k

= R

j

�

i

: (B.47)

Ist M eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, so da� die zugeh

�

orige 2n-

dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M

IR

eine eigentliche Riemannsche Metrik g

besitzt, so ist M genau dann eine K

�

ahlermannigfaltigkeit, wenn der durch g auf

M erzeugte Paralleltransport von Vektoren die komplexe Hilbertraumstruktur

der Tangentialr

�

aume respektiert, d.h. das Skalarprodukt invariant l

�

a�t.

Aus

d� = �(@ + @)ig

jk

dz

j

^ dz

k

= 0 (B.48)

folgen

@g

jk

@z

l

=

@g

lk

@z

j

und

@g

jk

@z

l

=

@g

jl

@z

k

: (B.49)

g

jk

kann deshalb dargestellt werden als

g

jk

=

@

2

K

@z

j

@z

k

; (B.50)

K wird als K

�

ahlerpotential bezeichnet, � = �i@@K.

B.5 Betti- und Hodgezahlen

Sei � eine q-Form auf der reellen n-dimensionalenMannigfaltigkeitM , 1 � n. Gilt

d� = 0 auf M , so hei�t � Kozyklus. Z

q

(M) sei die Menge aller q-Kozyklen auf

M . Existiert eine (q-1)-Form ! mit � = d! auf M , so wird � q-Korand genannt,

R

q

(M) sei die Menge aller q-Kor

�

ander von M , R

0

(M) := f0g.

Es gilt: R

q

(M) ist linearer Teilraum von Z

q

(M). Der Faktorraum

H

q

d

(M) := Z

q

(M)=R

q

(M) (B.51)

hei�t q-ter de Rhamscher Kohomologieraum von M . Die Dimension

�

q

(M) = dim H

q

d

(M) (B.52)
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hei�t q-te Bettische Zahl von M .

�(M) :=

n

X

q=0

(�1)

q

�

q

(B.53)

hei�t Eulersche Zahl. F

�

ur q > n wird H

q

d

(M) = f0g de�niert.

Zwei Kozyklen hei�en kohomolog, wenn sie sich nur um einen Korand unterschei-

den.

H

0

d

(M) besteht aus allen glatten Funktionen � : M ! IR mit d� = 0, � ist

auf jeder Zusammenhangskomponente von M konstant. Daraus folgt: �

0

(M) ist

gleich der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M .

F

�

ur eine kompakte reelle MannigfaltigkeitM sind alle Bettischen Zahlen endlich.

Ist M zus

�

atzlich orientiert, dann gilt �

q

(M) = �

n�q

(M) f

�

ur q = 1; : : : ; n (Poin-

car�esche Dualit

�

at, der �-Operator induziert f

�

ur [!] 2 H

q

d

(M) durch �[!] := [�!]

einen Isomorphismus von H

q

d

(M) auf H

n�q

d

(M) ).

IstM eine komplexe n-dimensionaleMannigfaltigkeit, so wird mit dem @-Operator

anstelle des d-Operators analog zur de Rham-Kohomologiegruppe die Dolbeaut

Kohomologiegruppe H

r;s

@

(M) de�niert:

H

r;s

@

(M) =

f!

r;s

j@!

r;s

= 0g

f�

r;s

j�

r;s

= @�

r;s�1

g

: (B.54)

Die komplexe Dimension h

r;s

M

von H

r;s

@

(M) wird als Hodgezahl bezeichnet.

In jeder Kohomologieklasse von H

r;s

@

(M) existiert genau eine harmonische (r; s)-

Form. Damit ist die Hodgezahl h

r;s

M

gleich der Dimension des Vektorraums har-

monischer (r; s)-Formen

�

uber M .

Der (komplexe) Hodge-�-Operator induziert h

r;s

M

= h

n�r;n�s

M

.

F

�

ur eine kompakte K

�

ahlermannigfaltigkeitM gelten

H

p

d

(M)

�

=

�

r+s=p

H

r;s

@

(M) (B.55)

und

H

p;q

@

(M) = H

q;p

@

(M); (B.56)

also

�

p

(M) =

X

r+s=p

h

r;s

M

(B.57)

und

h

r;s

M

= h

s;r

M

: (B.58)

Also ist h

0;0

M

gleich der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von M .
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B.6 Chernklassen

Es seien V und M glatte Mannigfaltigkeiten, Y ein endlichdimensionaler Raum.

Ein Vektorraumb

�

undelV mit der typischen Faser Y ist eine surjektive Abbildung

� : V!M , wobei gilt:

(a) Es gibt eine

�

Uberdeckung fU

j

g von M durch o�ene Mengen U

j

, zu jedem

j existiert ein Di�eomorphismus

'

j

: �

�1

(U

j

)! U

j

� Y; (B.59)

so da� f

�

ur b 2 V gilt '

j

(b) = (x;  

j

) mit x = �(b) und  

j

2 Y .  

j

(b) hei�t

lokale B

�

undelkoordinate des B

�

undelpunktes b.

(b) Ist x 2 U

j

\ U

k

, so existiert eine lineare bijektive Abbildung

L

jk

(x) : Y ! Y; (B.60)

so da� f

�

ur b 2 V mit �(b) = x und den zugeh

�

origen lokalen Koordinaten

(x;  

j

) und (x;  

k

) gilt  

j

= L

jk

(x) 

k

.

V hei�t B

�

undel-, M Basismannigfaltigkeit.

Es seien X und M glatte Mannigfaltigkeiten, G eine Liegruppe. Ein Hauptfa-

serb

�

undel X mit der Strukturgruppe G ist eine surjektive Abbildung �

1

: X!M ,

wobei gilt:

(a) Es gibt eine

�

Uberdeckung fU

j

g von M durch o�ene Mengen U

j

, zu jedem

j existiert ein Di�eomorphismus

'

j

: �

�1

1

(U

j

)! U

j

�G; (B.61)

so da� f

�

ur b 2 X gilt '

j

(b) = (x; g

j

) mit x = �(b) und g

j

2 G. g

j

(b) hei�t

lokale B

�

undelkoordinate des B

�

undelpunktes b.

(b) Ist x 2 U

j

\U

k

, so existiert G

jk

(x) 2 G, so da� f

�

ur b 2 X mit �

1

(b) = x und

den zugeh

�

origen lokalen Koordinaten (x; g

j

) und (x; g

k

) gilt g

j

= G

jk

(x)g

k

.

X hei�t B

�

undel-, M Basismannigfaltigkeit.

Sei X ein komplexer linearer Raum. Dann bildet die Menge GL(X) aller linearen

bijektiven Operatoren A: X ! X eine Gruppe (Automorphismengruppe von X).

Unter einer Darstellung ' der Gruppe G auf dem linearen Raum X versteht man

einen Morphismus ' : G!GL(X). Ist ' injektiv, so hei�t die Darstellung ' treu.
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Sei 
 : G!GL(Y) eine Darstellung von G auf Y . Das Vektorraumb

�

undel � :

V ! M hei�t assoziiert zu dem Hauptfaserb

�

undel �

1

: X ! M (bez

�

uglich der

Darstellung 
) genau dann, wenn

L

jk

(x) = 
(G

jk

(x)) (B.62)

gilt.

Liegen alle L

jk

(x) in einer Untergruppe G von GL(Y), so hei�t G Strukturgruppe

von V.

Zu jedem Vektorraumb

�

undel � : V ! M kann kanonisch ein zu V assoziiertes

Hauptfaserb

�

undel konstruiert werden mit G=GL(Y ), 
=id.

Sei H

q

(M) die q-te de Rhamsche Kohomologiegruppe einer kompakten Mannig-

faltigkeit M . Sei H

�

(M) die Menge aller endlichen Summen

a

o

+ a

1

�

1

+ a

2

�

2

+ : : : mit a

j

2 IR; �

j

2 H

j

(M); (B.63)

also �

j

= [w

j

] := fw

j

+d�g mit: !

j

ist j-Form aufM , d!

j

= 0, � ist eine beliebige

(j � 1)-Form auf M . F

�

ur �

j

, �

k

sei �

j

^ �

k

erkl

�

art durch

[!

j

] ^ [!

k

] := [!

j

^ !

k

]: (B.64)

^ ist f

�

ur Elemente aus H

�

(M) assoziativ. Die Algebra (H

�

(M);^) nennt man

Kohomologiealgebra von M .

Sei V ein Vektorraumb

�

undel mit der Strukturgruppe G

�

uber einer glatten Man-

nigfaltigkeit M . G sei eine abgeschlossene Untergruppe von GL(m,IK), IK =

IR; IC, also ist G Liegruppe, LG sei die zugeh

�

orige Liealgebra. P

k

(LG) sei die

Menge aller symmetrischen k-linearen Abbildungen

f : LG � : : :� LG ! IR (B.65)

mit

f(GB

1

G

�1

; : : : ; GB

k

G

�1

) = f(B

1

; : : : ; B

k

)8G 2 G; B

1

; : : : ; B

k

2 LG: (B.66)

P(LG) sei die Menge aller endlichen reellen Linearkombinationen

a

0

+ a

1

f

1

+ a

2

f

2

+ : : : mit f

k

2 P

k

(LG): (B.67)

f ^ g sei de�niert durch

(f ^ g)(B

1

; : : : ; B

j+m

) :=

1

(j +m)!

X

f(B

i

1

; : : : ; B

i

j

)g(B

i

j+1

; : : : ; B

i

j+m

);(B.68)
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wobei

�

uber alle Permutationen von 1; : : : ; j + m summiert wird. Die Algebra

(P(LG);^) nennt man Algebra der AdG-invarianten Polynome.

Nach dem Hauptsatz der Theorie der charakteristischen Klassen existiert eine

lineare Abbildung

W : P(LG)! H

�

(M) (Weil�Morphismus); (B.69)

die ^-Produkte in ^-Produkte abbildet. Genau die Bilder W (f) hei�en charak-

teristische Klassen des Vektorraumb

�

undels V mit der Basismannigfaltigkeit M

und der Strukturgruppe G.

Sei V ein Vektorraumb

�

undel mit der typischen Faser IC

m

�

uber einer reellen n-

dimensionalen Mannigfaltigkeit M . Dann ist

G := GL(m; IC) (B.70)

die Strukturgruppe von V. Die sich durch den Weil-Morphismus W ergebenden

charakteristischenKlassen hei�en charakteristischeKlassen des Vektorraumb

�

undels

V.

Die durch

det(�E �

1

2�i

B) =

m

X

k=0

f

k

(B; : : : ; B)�

m�k

8B 2 IC

m;n

(B.71)

de�nierten f

k

geh

�

oren zu P

k

(LG). Die Kohomologieklassen

c

k

(V) :=W (f

k

) (B.72)

hei�en k-te Chernklassen des Vektorraumb

�

undels V, c

k

(V) 2 H

2k

(M); k =

1; : : : ;m. Nach dem Produktsatz gilt f

�

ur zwei komplexe Vektorraumb

�

undelV; W

�

uber der gleichen Basismannigfaltigkeit

c

k

(V�W) = c

k

(V) ^ c

k

(W) =: c

k

(V)c

k

(W): (B.73)

Die Chernklassen c

1

; : : : ; c

m

erzeugen die Algebra aller charakteristischen Klassen

bez

�

uglich GL(M; IC). Die Summe aller Chernklassen

c(V) = 1 + c

1

(V) + c

2

(V) + : : : (B.74)

wird als totale Chernklasse bezeichnet.
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Die Vereinigung

S

p2M

TM

p

aller Tangentialr

�

aume einer Mannigfaltigkeit M wird

als Tangentialb

�

undel TM bezeichnet. Ist M Untermannigfaltigkeit von X, so

de�niert

IN

X=M

:= TX=TM (B.75)

das Normalb

�

undel der Einbettung M ,! X.

IstM eine glatte n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit und TM

IC

das komplexi-

�zierte Tangentialb

�

undel von M (typische Faser IR

n

durch IC

n

ersetzt), so hei�t

c

k

(M) := c

k

(TM

IC

) (B.76)

die k-te Chernklasse von M .

Nach dem Satz von Gau�-Bonet gilt f

�

ur die Eulernummer

�

E

(M) =

Z

M

c

n

(M); n = dimM: (B.77)

B.7 Calabi - Yau - Mannigfaltigkeiten

Sei C

p

: x = x(�), 0 � � � 1 ein stetiger geschlossener Weg in einer di�erenzier-

baren reellen Mannigfaltigkeit M , der im Punkt p beginnt und endet, v 2 TM

p

.

Durch den Paralleltransport von v l

�

angs C

p

erh

�

alt man einen Vektor v

0

. Dieser

ist mit v durch eine SO(n)-Transformation A

C

p

verbunden: v

0

= A

C

p

v.

Die Menge fA

C

p

jp 2 M; C

p

wie obeng bildet mit der Hintereinanderausf

�

uhrung

eine Gruppe, die als Holonomiegruppe bezeichnet wird.

Ist M d-dimensionale K

�

ahlermannigfaltigkeit, so ist die Holonomiegruppe eine

Untergruppe von U(d).

Eine kompakte d-dimensionale K

�

ahlermannigfaltigkeit mit der Holonomiegruppe

SU(d) wird als Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit bezeichnet.

Die Holonomie SU(d) ist gleichbedeutend damit, da� die MannigfaltigkeitM mit

einer Ricci - 
achen (R

ij

= 0 auf M) Metrik versehen werden kann.

Nach dem Satz von Yau existiert auf einer glatten komplexen Mannigfaltigkeit

M genau dann eine Ricci - 
ache K

�

ahlermetrik, wenn die erste Chernklasse ver-

schwindet (c

1

(M) = 0).
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F

�

ur Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten kann man zeigen, da� es bis auf eine Kon-

stante genau eine holomorphe d-Form (also h

0;0

= h

d;0

= 1) und keine stetigen

Isomorphismen (h

1;0

= : : : = h

d�1;0

= 0) gibt.

F

�

ur d=1,2,3,4 ergeben sich mit h

r;s

= h

s;r

= h

d�r;d�s

folgende Hodgezahlen,

angeordnet in Hodgediamanten:

d = 1 :

h

0;0

h

1;0

h

0;1

h

1;1

=

1

1 1

1

(B.78)

d = 2 :

h

0;0

h

1;0

h

0;1

h

2;0

h

1;1

h

0;2

h

2;1

h

1;2

h

2;2

=

1

0 0

1 h

1;1

1

0 0

1

(B.79)

d = 3 :

h

0;0

h

1;0

h

0;1

h

2;0

h

1;1

h

0;2

h

3;0

h

2;1

h

1;2

h

0;3

h

3;1

h

2;2

h

1;3

h

3;2

h

2;3

h

3;3

=

1

0 0

0 h

1;1

0

1 h

2;1

h

2;1

1

0 h

1;1

0

0 0

1

(B.80)

d = 4 :

h

0;0

h

1;0

h

0;1

h

2;0

h

1;1

h

0;2

h

3;0

h

2;1

h

1;2

h

0;3

h

4;0

h

3;1

h

2;2

h

1;3

h

0;4

h

4;1

h

3;2

h

2;3

h

1;4

h

4;2

h

3;3

h

2;4

h

4;3

h

3;4

h

0;0
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=

1

0 0

0 h

1;1

0

0 h

2;1

h

2;1

0

1 h

3;1

h

2;2

h

3;1

1

0 h

2;1

h

2;1

0

0 h

1;1

0

0 0

1

(B.81)

B.8 Projektiver Raum und K3-Fl

�

achen

Auf IC

n+1

sei durch

�: z

1

� z

2

() z

1

; z

2

2 IC

n+1

n f0g; z

1

= �z

2

; � 2 IC (B.82)

eine

�

Aquivalenzrelation gegeben. Dann wird die Menge der

�

Aquivalenzklassen

IC

n+1

= � als komplexer projektiver n-dimensionaler Raum ICP

n

bezeichnet.

Sei

U

j

= f[z]jz = (z

1

; : : : ; z

n+1

) 2 IC

n+1

; z

j

6= 0g; (B.83)

h

j

: U

j

! IC

n

; h

j

(z

1

; : : : ; z

n+1

) = (

z

1

z

j

; : : : ;

z

j�1

z

j

;

z

j+1

z

j

; : : : ;

z

n+1

z

j

): (B.84)

Dann bildet die Menge der Karten f(U

j

; h

j

) : j = 1; : : : ; n + 1g einen Atlas von

ICP

n

.

Sei K

j

: U

j

! IR de�niert durch

K

j

((z

1

; : : : ; z

n+1

)) =

n+1

X

i=1;i 6=j

�

�

�

�

z

i

z

j

�

�

�

�

2

: (B.85)

Mit diesem K

�

ahlerpotential wird ICP

n

zu einer K

�

ahlermannigfaltigkeit.

ICP

n

und alle seine komplexen Untermannigfaltigkeiten sind kompakt. Es gilt der

Satz von Chow: Jede Untermannigfaltigkeit von ICP

n

kann dargestellt werden als

Menge aller gemeinsamen Nullstellen endlich vieler homogener Polynome.
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Eine Calabi-Yau-Mannigfaltigkeit der (komplexen) Dimension zwei wird als K3-

Fl

�

ache bezeichnet. Je zwei K3-Fl

�

achen sind di�eomorph zueinander, es gen

�

ugt

deshalb, eine spezielle zu �nden, um alle topologischen Invarianten zu bestimmen,

z. B. als komplexe Fl

�

ache, eingebettet in einen komplexen projektiven Raum der

Dimension n=3.

Wir betrachten die durch

f = z

m

0

+ z

m

1

+ z

m

2

+ : : :+ z

m

n

= 0 (B.86)

im projektiven Raum ICP

n

de�nierte Hyper


�

ache. Es gilt

c(ICP

n

) = (1 + J)

n+1

; (B.87)

wobei J die K

�

ahlerform der K

�

ahlermannigfaltigkeit ICP

n

ist.

Sei X Untermannigfaltigkeit von ICP

n

. Dann gilt:

T ICP

n

jX

= TX �NX (B.88)

und deshalb

c(T ICP

n

jX

) = c(TX) ^ c(NX): (B.89)

Ist X = f[z] 2 ICP

n

: f(z) = 0g, so kann gezeigt werden, da� c(NX) = (1+mJ)

gilt. Daraus folgt

c(TX) =

c(T ICP

n

jX

)

c(NX)

=

(1 + J)

n+1

1 +mJ

=

X

r

r

X

k=0

�

n + 1

k

�

(�m)

r�k

J

r

; (B.90)

c

r

=

r

X

k=0

�

n+ 1

k

�

(�q)

r�k

J

r

: (B.91)

Aus der Forderung c

1

= 0 folgt wegen c

1

= (�q + n+ 1)J q = n+ 1.

F

�

ur eine K3-Fl

�

ache (n = 3) folgt

c

2

=

�

(�4)

2

+ 4(�4) + 6

�

J

2

= 6J

2

: (B.92)
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Daraus folgt f

�

ur die Eulernummer

�

E

(S) =

Z

S

c

d

=

Z

ICP

d

(dJ) ^ c

d

=

Z

ICP

3

24J

3

= 24: (B.93)

Aus

�

E

(S) =

n

X

q=0

(�1)

q

�

q

=

n

X

q=0

X

r+s=q

h

r;s

= 2h

0;0

� 4h

0;1

+ 2h

0;2

+ h

1;1

= 4 + h

1;1

(B.94)

folgt: h

1;1

= 20 f

�

ur zweidimensionale Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten. Ihr Hodge-

diamant hat damit folgende Form:

1

0 0

1 20 1

0 0

1

: (B.95)
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Anhang C

Eigenschaften der

Metrikdeformationen

C.1 Lichnerowicz-Gleichung

Seien g

0

m̂n̂

und g

m̂n̂

= g

0

m̂n̂
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�

@

m̂

g

0
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@

^

k

T

^

lm̂

�

�

@

^

k

�

0

^

l

n̂m̂

�

T

â
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â

^

l

+�

0

p̂

n̂â
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ŝ

r̂m̂

^

l

h

ŝ
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und damit
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Damit folgt
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dabei ist R

^

l
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1

der Riccitensor, es gilt
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Daraus folgt f

�

ur eine (1,1) - Form !

i

�

l

auf einer Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit
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Daraus folgt: h

i

�

l

erf

�

ullt genau dann die Lichnerowicz - Gleichung (C.18), wenn

die (1,1) - Form

! := ih

i

�

l

dz

i

^ dz

�

l

(C.34)

harmonisch ist. Analog l

�

a�t sich zeigen, da� h

�

k
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genau dann die Lichnerowicz -

Gleichung (C.19) erf
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eine harmonische

(2,1)-Form ist [8].

C.3 Eigenschaften der harmonischen Formen

Da ! := !

i

�

j

dz

i

^ d�z

�

j

eine harmonische (1,1)-Form ist, gelten

d! =

@!

i

�

j

@z

k

dz

k

^ dz

i

^ d�z

�

j

+

@!

i

�

j

@�z

�

k

d�z

�

k

^ dz

i

^ d�z

�

j

= 0; (C.35)

d

+

! = �D

k

!

k

�

j

d�z

�

j

�D

�

k

!

i

�

k

dz

i

= 0: (C.36)

Der (2,1)-Anteil und der (1,2)-Anteil von d! m
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ussen beide verschwinden, daraus
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Damit folgen
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Aus dem Verschwinden des (0,1)- und des (1,0)-Anteils von d

+

! folgen

g

0

k

�

l

D

�

l

!

k

�

j

= 0; (C.41)

g

0

�

kl

D

l

!

i

�

k

= 0: (C.42)

47



Da � := 


ijk

g

0

k

�

k

�

�

k

�

l

dz

i

^ dz

j

^ d�z

�

l

eine harmonische (2,1)-Form ist, gelten

d� = @

m

�




ijk

g

0

k

�

k

�

�

k

�

l

�

dz

m

^ dz

i

^ dz

j

^ d�z

�

l

+


ijk

@

�m

�

g

0

k

�

k

�

�

k

�

l

�

d�z

�m

^ dz

i

^ dz

j

^ d�z

�

l

= 0; (C.43)

d

+

� = D

i

�




ijk

g

0

k

�

k

�

�

k

�

l

�

dz

j

^ d�z

�

l

+D

�

l

�




ijk

g

0

k

�

k

�

�

k

�

l

�

dz

i

^ dz

j

= 0:

(C.44)

Aus dem Verschwinden des (2,2)-Anteils von d� folgt
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Nach [6] gilt 
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, deshalb folgt durch Multiplikation mit �
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Summation wegen
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Aus dem Verschwinden des (2,0)-Anteils von d
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Daraus folgt mit (C.5)
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ûŝ
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ŝ

^

kn̂

h

m̂ŝ
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das hei�t, zur ersten Ordnung liefert die Konstanz von g unter der zugeh

�

origen

kovarianten Ableitung keine Bedingung an �g.

51



Anhang D

Kompakti�zierung von B ^X

8

auf

CY

3

Es sollB^X

8

auf einer komplex dreidimensionalenCalabi - Yau - Mannigfaltigkeit

kompakti�ziert werden. Es wird die Bezeichnungsweise aus Kapitel 3 verwendet.
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Daraus folgen
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R

m̂n̂

^

k

^

l

= @

n̂

�

^

l

^

km̂

� @

m̂

�

^

l

^

kn̂

+ �

M

^

km̂

�

^

l

Mn̂

� �

M

^

kn̂

�

^

l

Mm̂

= @

n̂

�

^

l

^

km̂

� @

m̂

�

^

l

^

kn̂

+ �

ô
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(Calabi�Yau�Anteil proportional null Raumzeitableitungen):

Da die nicht verschwindendenR

��A

B

proportional zwei Raumzeitableitungen und

die nicht verschwindenden R

�

^

kA

B

mindestens einer Raumzeitableitung propor-

tional sind, aber die Entwicklung nur bis zu Termen mit zwei Raumzeitablei-

tungen berechnet werden soll, brauchen nur Terme mit zwei Raumzeitindizes

am antisymmetrischen Tensor B betrachtet zu werden. Jeder R-Faktor darf nur

so viele Raumzeitableitungen beisteuern, wie Raumzeitindizes unter den ersten

zwei seiner Indizes sind. R-Faktoren, deren erste zwei Indizes Calabi-Yau-Indizes

sind, d

�

urfen deshalb keine Raumzeitindizes haben, nur der Calabi-Yau-Anteil mu�

ber

�

ucksichtigt werden, nur R

0
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�

lj

k

, R

0

i

�

l �m

�n

, R

0

�

lij

k

, R

0

�

li �m

�n

verschwinden nicht. Es wer-

den also nur die Terme betrachtet, die in jedem Summanden an den Komponenten

53



des Kr

�
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â

2

��â
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â

1

â
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â

4

^

b

^

d

R

0

â
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â

5

â
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�â

1

â
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�â

6

R

0

â
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â

4

�â
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3

â
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5

â
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â

2

ĉ
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â

6

��â
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ĉ

â
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â

5

â
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1

�â

2

:::â
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â

^

b

R

�â
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â

5

â
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â

4

â
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â

6

^

d

ĉ
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â

^

b

R

0

â
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â

R

0

k�n

^

b

^

d

R

�

�

l

^

d

ĉ
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â

R

0

k�n

^

b

^

d

R

�i

^

d

ĉ
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3

:::â
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â

^

b

R

0

â
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�â

4

ĉ
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â

2

â
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ĉ

� 4

+�

��â
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â

4

â
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â

2

â
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6

R

0

â
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â

2

^

b

â
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â

4

ĉ
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â

+�

��â
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â

4

â
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â

^

b

R

�â

2

^

b

â
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�â

4

â
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�â

4

â
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â

4

â
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â

5

â
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ĉ

^

d

R

0

â
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ĉ

+R

�iâ
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lâ

^

b

R

�i

^

b

â
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ĉ

R

0

j �mĉ
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Damit folgt aus den Gleichungen (D.8) und (D.2)

R

10

= R

4

+ 2g

��

R

^

k

�

^

k�

+ g

^

k

^

l

R

m̂

^

km̂

^

l

= R

4

+ 2g

��

R

^

k

�

^

k�

+ 2g

i

�

j

R

^

k

i

^

k

�

j

; (E.2)

wobei R

4

der Ricciskalar der vierdimensionalen Raumzeit ist. Dies ist Gleichung

(2.9).

Daraus folgt mit (D.40) bis (D.43)
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Zusammen mit (D.3), (D.4) folgt daraus
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Da eine Calabi - Yau - Mannigfaltigkeit Ricci - 
ach ist, gilt weiter unter Ver-

wendung von (D.42) bis (D.45)
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Damit folgt aus (E.2), (E.5) und (E.6)
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Mittels partieller Integration erh

�

alt man daraus
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